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En otras palabras, G es cíclico, con generador a, si G = { an | n א Z }. Dado que un grupo generado 
por un elemento de G es, en sí mismo, un subgrupo de G, basta con demostrar que el único subgrupo 
de G que contiene a a es el mismo G para probar que éste es cíclico. 

Por ejemplo, G = { e, g1, g2, g3, g4, g5 } es cíclico. De hecho, G es esencialmente igual (esto es, 
isomorfo) al grupo { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } bajo la operación de suma módulo 6. El isomorfismo se puede 
hallar fácilmente haciendo g → 1. 

Contrariamente a lo que sugiere la palabra "cíclico", es posible generar infinitos elementos y no 
formar nunca un ciclo real: es decir, que cada gn sea distinto. Un tal grupo sería un grupo cíclico 
infinito, isomorfo al grupo Z de los enteros bajo la adición. 

Salvo isomorfismos, existe exactamente un grupo cíclico para cada cantidad finita de elementos, y 
exactamente un grupo cíclico infinito. Por lo anterior, los grupos cíclicos son de algún modo los más 
simples, y han sido completamente clasificados. 

Por esto, los grupos cíclicos normalmente se denotan simplemente por el grupo "canónico" al que 
son isomorfos: si el grupo es de orden n, para n entero, dicho grupo es el grupo Zn de enteros { 0, ..., 
n-1 } bajo la adición módulo n. Si es infinito, éste es, como cabe esperarse, Z. 

La notación Zn comúnmente es evitada por teoristas de los números, puesto que puede ser 
confundida con la notación usual para los números p-ádicos. Una alternativa es usar la notación de 
grupo cociente, Z/nZ; otra posible solución es denotar la operación multiplicativamente, y 
representar el grupo Cn = { e, a1, a2, ..., an-1 }. Empero, estas dos notaciones no son tan populares 
como Zn. 

Propiedades 

Por lo dicho ya en la introducción, todo grupo cíclico es isomorfo a Zn, o bien, a Z. Basta entonces 
con examinar dichos grupos para entender los grupos cíclicos en general. Dado un grupo cíclico G 
de orden n (donde n puede valer infinito), y dado g א G, se tiene: 

• G es abeliano; es decir, su operación es conmutativa: ab = ba para cualesquiera a y b א G. 
Esto es cierto, puesto que cualquier par de enteros a y b, a + b mód n = b + a mód n.  

• Si n < ∞, entonces gn = e, puesto que n mód n = 0.  
• Si n = ∞, entonces el grupo tiene exactamente dos generadores: 1 y -1 en Z, y sus imágenes 

isomórficas en otros grupos cíclicos infinitos.  
• Todo subgrupo de G es cíclico. De hecho, para n finito, todo subgrupo de G es isomorfo a un 

Zm, donde m es divisor de n; y si n es infinito, todo subgrupo de G corresponderá a un 
subgrupo mZ de Z (el cual es también isomorfo a Z), bajo el isomorfismo entre G y Z.  

Los generadores de Zn son los enteros que son primos relativos con n. El número de tales 
generadores se designa por φ(n), donde φ designa la función φ de Euler. En general, si d es un 
divisor de n, el número de elementos de Zn de orden d es φ(d). El orden del elemento m es n / 
mcd(m,n). 

Si p es primo, el único grupo con p elementos (salvo isomorfismos) es Zp. 
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vectorial subyacente a g se puede por lo tanto identificar con Te. la estructura del álgebra de Lie en 
Te puede también ser descrita como sigue: la operación del conmutador 

(x, y) - > xyx-1y-1  

en G x G envía (e, e) a e, así que su derivada da una operación bilineal en Te. resulta que esta 
operación bilineal satisface los axiomas de un corchete de Lie, y es igual al que es definido a través 
de campos vectoriales invariantes por la izquierda. 

Cada vector v en g determina una función c: R → G cuya derivada en todo punto viene dado por el 
campo vectorial invariante por la izquierda correspondiente 

c(t) = c(t)v  

y que tiene la propiedad 

c(s + t) = c(s) c(t)  

para todo s y t. La operación en el lado derecho es la multiplicación de grupo en G. La semejanza 
formal de esta fórmula con la que es válida para la función exponencial justifica la definición 

exp(v) = c(1)  

esto se llama la función exponencial, y mapea el álgebra de Lie g en el grupo de Lie G. Proporciona 
un difeomorfismo entre una vecindad de 0 en g y una vecindad de e en G. Esta función exponencial 
es una generalización de la función exponencial para los números reales (puesto que R es el álgebra 
de Lie del grupo de Lie de números reales positivos con la multiplicación usual), para los números 
complejos (puesto que C es el álgebra de Lie del grupo de Lie de números complejos diferentes a 
cero con la multiplicación usual) y para las matrices (puesto que M(n, R) con el conmutador regular 
es el álgebra de Lie del grupo de Lie GL(n, R) de todas las matrices inversibles). 

Porque la función exponencial es suryectiva en alguna vecindad N de e, es común llamar a los 
elementos del álgebra de Lie generadores infinitesimales del grupo G. De hecho, el subgrupo de G 
generado por N será el grupo entero G solamente cuando G sea conexo. 

La función exponencial y el álgebra de Lie determinan la estructura de grupo local de cada grupo de 
Lie conexo, debido a la fórmula de Campbell-Hausdorff: existe una vecindad U del elemento cero 
de g, tal que para u, v en U se tiene 

exp(u) exp(v) = exp(u + v+ 1/2 [u, v] + 1/12 [[u, v], v] - 1/12 [[u, v], u] -...)  

donde los términos omitidos son conocidos e implican los corchetes de Lie de cuatro o más 
elementos. En caso de que u y v conmuten, esta fórmula se reduce a la ley exponencial familiar 
exp(v) exp(u) = exp(u + v). 

Cada homomorfismo f: G → H de los grupos de Lie induce un homomorfismo entre las álgebra de 
Lie correspondientes g y h. la asociación G|- > g es un funtor. La estructura global de un grupo de 
Lie no está totalmente determinada, en general, por su álgebra de Lie; vea la tabla abajo para los 
ejemplos de grupos de Lie diversos que comparten la misma álgebra de Lie. Podemos decir sin 
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Álgebra de Lie 
En matemática, un álgebra de Lie es la estructura algebraica que describe un conjunto de 
transformaciones infinitesimales. Su uso principal reside en el estudio de objetos geométricos tales 
como grupos de Lie y variedades diferenciables. El término "álgebra de Lie" (referido a Sophus Lie) 
fue creado por Hermann Weyl en los años 30, para lo que se denominaba "grupo infinitesimal". 

Definición 

Un álgebra de Lie A es un espacio vectorial sobre un cierto cuerpo F junto con una operación 
binaria [·, ·] : A × A -> A, llamada corchete de Lie, que satisface las propiedades siguientes: 

• es bilineal, es decir, [a x + b y, z] = a [x, z] + b [y, z] y [z, a x + b y] = a [z, x] + b [z, y] para 
todo a, b en F y todo x, y, z en A.  

• satisface la identidad de Jacobi, es decir, [[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0 para todo x, y, 
z en A.  

• [x, x] = 0 para todo x en A.  

Observe que la primera propiedad y la tercera juntas implican [x, y] = − [y, x] para todo x, y en A 
("anti-simetría") si el cuerpo F es de característica diferente de dos. Observe también que la 
multiplicación representada por el corchete de Lie no es, en general, asociativa, es decir, [[x, y], z] 
no necesariamente es igual a [x, [y, z]]. 
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Una subalgebra del álgebra de Lie A es un subespacio vectorial B de A tal que [x, y] א B para todo 
x, y א B. i.e. [B, B] ك B. La subalgebra es entonces un álgebra de Lie. 

Un ideal del álgebra de Lie A es un subespacio vectorial I de A tales que [a, y ] א I para toda a א A 
y y א I. i.e. [A, I] ك I. Todos los ideales son subalgebras. Si I es un ideal de A, entonces el espacio 
cociente A/I se convierte en una álgebra de Lie definiendo [x + I, y + I] = [x, y] + I para todo x, y א 
A. Los ideales son precisamente los núcleos de homomorfismos, y el teorema fundamental de 
homomorfismos es válido para las álgebras de Lie. 

Clasificación de las álgebras de Lie 

Las álgebras de Lie reales y complejas se puede clasificar hasta un cierto grado, y esta clasificación 
es un paso importante hacia la clasificación de los grupos de Lie. Cada álgebra de Lie real o 
compleja finito-dimensional se presenta como el álgebra de Lie de un único grupo de Lie 
simplemente conexo real o complejo (teorema de Ado), pero puede haber más de un grupo, aún más 
de un grupo conexo, dando lugar a la misma álgebra. Por ejemplo, los grupos SO(3) (matrices 
ortogonales 3×3 de determinante 1) y SU(2) (matrices unitarias 2×2 de determinante 1), ambos dan 
lugar a la misma álgebra de Lie, a saber R³ con el producto vectorial. Un álgebra de Lie es abeliana 
si el corchete de Lie se anula, es decir [x, y] = 0 para todo x e y. Más generalmente, un álgebra de 
Lie A es nilpotente si la serie central descendente 

A ل [A, A] ل [[A, A]], A] ل [[[A, A]], A], A] ل...  

acaba haciéndose cero. Por el teorema de Engel, un álgebra de Lie es nilpotente si y solo si para 
cada x en A, la función ad(x): A -> A definida por 

ad(x)(y) = [x, y]  

es nilpotente. Más generalmente aún, un álgebra de Lie A es soluble si la serie derivada 

A ل [A, A] ل [[A, A]], [A, A]] ل [[[A, A]], [A, A]],[[A, A]], [A, A]]] ل ...  

acaba haciéndose cero. Una subálgebra soluble maximal se llama una subálgebra de Borel. 

Un álgebra de Lie A se llama semisimple si el único ideal soluble de A es trivial. Equivalente, A es 
semisimple si y solamente si la forma de Killing K(x, y) = tr(ad(x)ad(y)) es no-degenerada; aquí tr 
denota el operador de traza. Cuando el cuerpo F es de característica cero, A es semi-simple si y 
solamente si cada representación es totalmente reducible, esto es, que para cada subespacio 
invariante de la representación hay un complemento invariante (teorema de Weyl). Un álgebra de 
Lie es simple si no tiene ningún ideal no trivial. En particular, un álgebra de Lie simple es semi-
simple, y más generalmente, las álgebras de Lie semi-simples son suma directa de simples. Las 
álgebras de Lie complejas semi-simples se clasifican a través de sus sistemas de raíz. 

Álgebra de Lie ortogonal generalizada 
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• [Vi, Xj] = 0  

• [Vi,T]=Xi  

 

Super álgebra de Lie 
En matemática, una super álgebra de Lie es la generalización de un álgebra de Lie. Las super 
álgebras de Lie son importantes en física teórica en donde se utilizan para describir la matemática de 
la supersimetría. En estas teorías, los elementos pares de la super álgebra corresponden a los 
bosones y los elementos impares a los fermiones. Una super álgebra de Lie es un álgebra sobre un 
cuerpo de característica 0 Z2-graduada cuyo producto [ ·, · ], llamado el super corchete de Lie o el 
super conmutador, satisface 

• [x,y] = − ( − 1) | x | | y | [y,x]  
• ( − 1) | z | | x | [x,[y,z]] + ( − 1) | x | | y | [y,[z,x]] + ( − 1) | y | | z | [z,[x,y]] = 0  

donde x, y, y z son puros en la Z2-graduación. Aquí |x| denota el grado de x (0 o 1). 

Las super álgebras de Lie son una generalización natural de las álgebras de Lie normales para incluir 
una Z2-graduación. De hecho, las condiciones antedichas en el super corchete son exactamente 
aquellas en el corchete normal de Lie con las modificaciones hechas para la graduación. La última 
condición a veces se llama la super identidad de Jacobi. 

El subalgebra par de una super álgebra de Lie forma un álgebra de Lie (normal) puesto que todos los 
signos desaparecen, y el super corchete se reduce a un corchete normal de Lie. 

E8  
En matemática, es el nombre de un grupo de Lie (el más grande) simple y excepcional y del 
álgebra de Lie que le está asociada. Su álgebra de Lie es formulada con la notación . 

 
La estructura E8 fue descubierta en 1887 por el matemático noruego Sophus Lie para estudiar las 
simetrías. 

Es también el nombre dado al correspondiente sistema de generadores y al grupo de Weyl-Coxeter y 
a algunos grupos de Chevalley simples y finitos. Aunque el sistema E8 fue previsto por Lie, fue 
Wilhelm Killing (entre 1888-1890) quien le dio la denominación e interpretación más precisa con 
que actualmente es identificado. 

El nombre E8 se debe a las clasificaciones de las álgebras de Lie simples y complejas de Wilhelm 
Killing y Élie Cartan, las cuales comprenden cuatro familias infinitas llamadas 
y cinco casi excepcionales, llamadas . 

El grupo E8 es el más grande y el más complicado de estos casos excepcionales y frecuentemente el 
último caso de la demostración de varios teoremas. 
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Descripción básica 

E8 posee un rango 8 y 248 dimensiones (como espacio vectorial) y su centro es trivial. Los 
generadores son, entonces, vectores de dimensión 8 (serán observados más adelante en el presente 
artículo). 

El grupo de Weyl de E8, es del orden 696729600. E8 y el único grupo de Lie simple en el cual la 
representación no banal de mínima dimensión es la llamada adjoint action (acción adjunta), la cual 
actúa sobre el álgebra E8 misma. 

Existe un álgebra de Lie En para todo número entero n≥3, y es de infinitas dimensiones si n es 
mayor de 8. 

Formas reales 

El grupo de Lie complejo E8, de dimensiones complejas 248 (por lo tanto de dimensión real 496), 
puede ser considerado como un grupo simple de 496 dimensiones (reales), el cual está simplemente 
conexo, posee como máximo un subgrupo compacto de la forma compacta de E8 y posee un grupo 
externo de automorfismos de dimensión 2, generado por la conjugación compleja. 

Así como existe el grupo de Lie complejo, existen tres formas reales de E8, todas de 248 
dimensiones, del siguiente modo: 

• Una forma compacta (aquella a la cual el nombre se refiere a falta de otras informaciones), 
que es simplemente conexa y posee un grupo externo de automorfismos banales.   

• Una split form o forma desplegada, que posee como máximo un subgrupo compacto en el 
cual se tiene muy en cuenta al spin: Spin(16) / (Z / 2Z), grupo fundamental de orden 2, y un 
no-algebraico doble recubrimiento y posee un grupo externo de automorfismos.  

• Una tercera forma, que posee como máximo subgrupo compacto
, grupo fundamental de orden 2, y un no-algebraico doble 

recubrimiento así como posee un grupo externo de automorfismos banales. Su notación es 
 

Teoría de las representaciones 

Los coeficientes de las fórmulas de los caracteres para las representaciones irreducibles infinito-
dimensionales dependen de algunas matrices cuadradas de polinomios: los polinomios de Lusztig-
Vogan, análogos a los polinomios de Kazhdan-Lusztig, introducidos por George Lusztig y David 
Vogan (1983). El valor de estos polinomios calculados en 1 da lo coeficientes de las matrices 
relativas a la representación estándar (cuyos caracteres son fáciles de describir merced a las 
representaciones irreducibles). 

Estas matrices fueron calculadas tras cuatro años con la colaboración de un equipo denominado 
Atlas of Lie groups an Representations que reunió a 18 matemáticos e informáticos dirigidos por 
Jeffrey Adams y con gran parte de la programación hecha por Fokko du Cloux y Marc van 
Leeuwen. 
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Representaciones 

se distingue de las otras álgebras de Lie de dimensión completa por el hecho de que su más 
pequeña representación no-trivial es la llamada representación adjunta. 

La representación fundamental de E8 es de dimensión 248. 

Construcciones 

Se puede construir la forma compacta del grupo E8 como el grupo de automorfismos del álgebra de 
Lie correspondiente. Esta álgebra posee como subálgebra de dimensión 120 y se puede 
hacer uso de ella para descomponer la representación adjunta como 

 

ó es una de las dos representaciones espinoriales, de tipo Majorana-Weyl del grupo 
donde es el álgebra de Lie. 

Si se denomina a un juego de generadores por y a los 128 componentes de 
entonces se puede escribir explícitamente las relaciones definitorias como 

 

de modo que 

, que corresponde a la acción natural sobre el 

espinador . El conmutador restante (que resulta ser un conmutador aunque no un 
anticonmutador) está definido entre les componentes del espinador como  

.  

A partir de estas definiciones se puede observar que la identidad de Jacobi está cumplida. 

Geometría 

La forma real compacta de E8 puede ser observada como el grupo de isosimetría de una variedad 
riemanniana de dimensión 128 denominada plan proyectivo octoniónico. 
Este nombre procede de que tal plan puede construirse utilizando un álgebra que está construida 
como producto tensorial de los octoniones y con ellos mismos. Este tipo de construcción ha sido 
analizada detalladamente por Hans Freudenthal y Jacques Tits en su construcción del cuadro mágico 
o cuadrado mágico. 
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En física 

En el marco de las teorías de la gran unificación y teorías del todo —principalmente en física de las 
partículas—, El grupo E8 es a veces considerado como grupo de arqueo y referencia en la medida 
que contiene de una manera natural una serie de otros grupos de gran unificación muy considerados. 
Esto se puede observar bajo la sucesión de inclusiones 

 

Por lo demás, el grupo E8 aparece frecuentemente en teoría de las cuerdas y en supergravedad. En la 
teoría de las cuerdas heteróticas une formulación hace aparecer (bajo forma compacta) 
como grupo de Gauge. 
De otra parte, en cuanto que la supergravedad maximal está considerada como compactificada o 
resabiada sobre un toro de dimensión 8 entonces la teoría resultante en dimensión tres posee una 
simetría global E8 (es decir: la forma desplegada o maximalmente no-compactada). Esto ha sugerido 
que una versión discreta, cuya notación es , de este grupo sería una simetría, la cual estaría 
considerada en el contexto de la U-dualidad, de la teoría M. 

En noviembre de 2007, un investigador estadounidense, Antony Garrett Lisi, publicó en el sitio de 
publicaciones ArXiv un artículo muy discutido referido a una teoría unificatoria de las 4 fuerzas 
elementales (Una teoría del todo excepcionalmente simple) basada en E8. 

Diagrama de Dynkin 

 

Sistema de raíces 

Desde la base formada por las raíces simples , el sistema de raíces de E8 está formado por 
un lado de todas las permutaciones de 

 

que constituye el sistema de raíces de y poseedor de elementos (esto 
hace añadir nuevamente 8 generadores de Cartan para obtener 120 que es la la dimensión de 

). 

Además se debe añadir a esto las 128 ponderaciones de la representación espinorial de 
. Siempre con la misma base, estos son representados por los vectores 
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de modo que la suma de todas las coordenadas sea pareja. Así éstas son del número 

. 

Se obtienen entonces raíces, todas múltiplos de 1. Por abuso de lenguaje se ha 
considerado también en ocasiones al vector nulo como una raíz nula asociada al subálgebra de 
Cartan. Como E8 es de rango 8, la raíz nula es entonces de multiplicidad 8. De este modo se describe 
bien a los 248 generadores del álgebra . 

Matriz de Cartan 

 

.Decodificación del grupo  

El 19 de marzo de 2007 el Instituto estadounidense de matemáticas (AIM) ha anunciado que los 
investigadores europeos y estadounidenses luego de cuatro años de trabajo han llegado a decodificar 
el E8, una de las estructuras matemáticas más complejas y grandes. 
El núcleo del grupo de investigadores está constituido por siete matemáticos , cinco estadounidenses 
y dos franceses: Jeffrey Adams de la Universidad de Maryland, Dan Barbasch de Universidad 
Cornell, John Stembridge de la Universidad de Míchigan, Peter Trapa de la Universidad de Utah, 
Marc van Leeuwen de la Universidad de Poitiers, David Vogan del MIT y Fokko du Cloux de la 
Universidad de Lyon.1 

Entre los objetos subyacentes en los grupos de Lie, se encuentra toda suerte de figuras geométricas 
como por ejemplo esferas, conos y cilindros del espacio tridimensional. Sin embargo las cuestiones 
se hacen más complejas (como si se potenciaran) cuando se las observa en más de tres dimensiones. 
«Comprendrer y clasificar las estructuras ha sido crítico para comprender los fenómenos en 
numerosos dominios de las matemáticas incluyendo el álgebra, la geometría, la física, la teoría de 
los números así como en la química», ha comentado Peter Sarnak, profesor de matemáticas en la 
Universidad de Princeton y présidente del comité científico del AIM. 

Estos cálculos requieren de nuevas técnicas matemáticas y de más capacidad de cálculo en los 
ordenadores. Por ejemplo para llegar al cálculo de G8 una sola operación ha necesitado 77 horas en 
un supercomputador dotado de 200 Gbytes de memoria RAM, y ha producido un resultado del 
orden de 60 GBytes por lo que esta magnitud puede ser comparada a 60 veces a la requerida para el 
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genoma humano (el conjunto de datos del genoma representa un volumen de 1 Gbyte). El equipo de 
investigadores busca encontrar un supercomputador capaz de efectuar los cálculos requeridos; Noam 
Elkies, un matemático de la Universidad Harvard ha puesto en evidencia un modo de fraccionar el 
proyecto en elementos más simples. Cada élemento produce un subconjunto del resultado y su 
reunión permite hallar la solución completa. Así, en verano de 2006 tres integrantes del equipo de 
investigadores, entre ellos Fokko du Cloux, han descompuesto el programa en numerosos 
elementos. Los cálculos han sido realizados en una computadora de la Universidad de Washington. 

El resultado del cálculo de E8 si fuera escrito sobre papel cubriría un área similar a la de la isla de 
Manhattan. 

 

Algunas cifras a partir del cálculo de  

Algunas nociones respecto a la magnitud del resultado final1 : 

• El resultado de E8 es una matriz de 453.060 filas y columnas.  
• La matriz comporta 205.263.363.600 elementos,  
• Si cada elemento de esta matriz estuviera escrito sobre una superficie de 2,5 cm², la matriz 

tendría la extensión de un cuadrado de 10 km de lado.  
• Número de polinomios distintos : 1.181.642.979,  
• Número de coeficientes entre los polinomios distintos : 13.721.641.221,  
• Más grande coeficiente : 11.808.808,  
• Polinomio de mayor coeficiente : 152 q22 + 3472 q21 + 38 791 q20 + 293 021 q19 + 1 370 892 

q18 + 4 067 059 q17 + 7 964 012 q16 + 11 159 003 q15 + 11 808 808 q14 + 9 859 915 q13 + 6 
778 956 q12 + 3 964 369 q11 + 2 015 441 q10 + 906 567 q9 + 363 611 q8 + 129 820 q7 + 41 
239 q6 + 11 426 q5 + 2 677 q4 + 492 q3 + 61 q2 + 3 q,  

• Valor del polinomio q = 1 : 60 779 787,  
• Polinomio con el mayor valor (cuando q=1) descubierto hasta el presente (mayo de 2007) : 1 

583 q22 + 18 668 q21 + 127 878 q20 + 604 872 q19 + 2 040 844 q18 + 4 880 797 q17 + 8 470 
080 q16 + 11 143 777 q15 + 11 467 297 q14 + 9 503 114 q13 + 6 554 446 q12 + 3 862 269 q11 + 
1 979 443 q10 + 896 537 q9 + 361 489 q8 + 129 510 q7 + 41 211 q6 + 11 425 q5 + 2 677 q4 + 
492 q3 + 61 q2 + 3 q,  

• Valor para un polinomio q = 1 : 62 098 473.  

Notas y referencias 

1. ↑ a b AIM math: Representations of E8  
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• A. Boole Stott: Geometrical deduction of semiregular from regular polytopes and space 
fillings, Verhandelingen of the Koninklijke academy van Wetenschappen width unit 
Ámsterdam, Eerste Sectie 11,1, Ámsterdam, 1910  

• Kaleidoscopes: Selected Writings of H.S.M. Coxeter, editado por F. Arthur Sherk, Peter 
McMullen, Anthony C. Thompson y Asia Ivic Weiss, Wiley-Interscience Publication, 1995, 
ISBN 978-0-471-01003-6 [1]  

o (Artículo 24) H.S.M. Coxeter, Regular and Semi-Regular Polytopes III, [Math. Zeit. 
200 (1988) 3-45] ver p347 (figura 3.8c) por Peter mcMullen: (30-gonal node-edge 
graph of 421)  
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Una teoría del todo excepcionalmente simple 

 
 

Zoo de partículas en la supersimetría. 

 
 

Convergencia de las tres fuerzas. Se marca la energía máxima del LHC. 
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Una teoría del todo excepcionalmente simple1
 

 (An Exceptionally Simple Theory of Everything en inglés) es el título de un artículo de física teórica 
enviado a arXiv library el 6 de noviembre de 2007 por Antony Garrett Lisi. El artículo es aún más 
sorprendente por cuanto su autor no pertenece al mundo habitual de la física académica, sino que se 
dedica la mayor parte del año a la práctica del surf en Hawái.2 Su Teoría del todo afirma que puede 
unificar todos los campos del modelo estándar con la gravedad utilizando una red de 248 puntos (red 
de geometría E8). Aún no se ha sometido a una revisión por pares ni publicada en ninguna revista 
científica académica; no obstante, ha producido un gran revuelo y reacciones variadas, al tiempo que 
ha atraído el interés del público por el mismo y por su autor. Lisi advierte que la teoría está 
incompleta y que "terminará siendo la correcta o bien una especulación errónea."3 Así pues, a 
diferencia de la mayoría de las teorías de cuerdas, es verificable en un futuro próximo, cuando el 
Gran Colisionador de Hadrones comience a estar operativo. El título es una paronomasia 
matemática sobre la clasificación de la geometría E8, como grupo simple y como grupo excepcional. 

paronomasia. 
(Del lat. paronomasĭa, y este del gr. παρονομασία). 
1. f. Semejanza entre dos o más vocablos que no se diferencian sino por la vocal 
acentuada en cada uno de ellos; p. ej., azar y azor; lago, lego y Lugo; jácara y jícara. 
2. f. Semejanza de distinta clase que entre sí tienen otros vocablos; p. ej., adaptar y 
adoptar; acera y acero. Marte y mártir. 
3. f. Conjunto de dos o más vocablos que forman paronomasia. 
4. f. Ret. Figura consistente en colocar próximos en la frase dos vocablos semejantes en el 
sonido pero diferentes en el significado, como puerta y puerto; secreto de dos y secreto de 
Dios. 

 
Panorama global 

De acuerdo con Lisi, las matemáticas que lograran describir el universo se expresarían en una 
hermosa estructura matemática unificada, concisa y elegante y al mismo tiempo consistente con la 
experiencia. En la teoría de campo, todas las propiedades observables de las partículas 
fundamentales se pueden comprender como resultado de operaciones que actúan en un campo cuya 
base es el conjunto de estados cuánticos permitidos. Las matemáticas de tales campos se rigen por 
ciertas reglas (es decir, las relaciones de conmutación que definen cómo se permite que interactúen 
las partículas) y además se debe especificar un principio matemático, conocido como el principio de 
acción, que rige la forma en que los estados pueden evolucionar con el tiempo. Previamente, la 
teoría cuántica de campo había sido capaz de identificar las propiedades del modelo estándar de las 
partículas elementales en correspondencia con las matemáticas de los bien conocidos grupos de Lie, 
específicamente el SU(3) para la Fuerza nuclear fuerte y la SU(2) x U(1) para la fuerza electrodébil. 
Además, las matemáticas de la relatividad general son equivalentes a las del grupo de Lorentz, 
SO(3,1). 

El trabajo de Lisi identifica un mecanismo por el cual las matemáticas de todas las fuerzas a las que 
nos hemos referido antes y sus partículas fundamentales asociadas quedan incluidas dentro del 
marco matemático de las matemáticas E8, que es el mayor de los grupos de Lie simples. También 
especifica una acción para la estructura resultante que, si fuera correcta, proporcionaría el marco 
para la coevolución de las interacciones cuánticas y gravitacionales, proporcionando una solución 
para el problema de la gravedad cuántica. Puesto que la acción que especifica contiene las relaciones 
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normales tanto de la mecánica cuántica como de la relatividad, este aspecto de la teoría es 
intrínsecamente consistente con ambos reinos de la física establecida en los límites donde cada una 
de ellas es aplicable por separado. Además, una consecuencia natural de la ensayabilidad en E8 es 
que tendría que haber exactamente tres familias de fermiones. La presencia de las tres familias está 
bien establecida experimentalmente, pero el Modelo Estándar no nos proporciona una explicación 
de por qué hay exactamente tres. 

Esta inclusión de Lisi no admite parámetros libres. Predice necesariamente como consecuencia de 
esta inclusión y de la estructura de E8 el número exacto de las partículas fundamentales, todas sus 
propiedades, sus masas, las fuerzas entre ellas, la naturaleza del espacio-tiempo y la constante 
cosmológica. Se fuerza a que las propiedades de la mecánica cuántica sean ciertas por construcción, 
mientras que las masas tendrían que ser determinables, en principio, por medición del valor 
esperado de los estados fundamentales del componente de Higgs de este campo. No obstante, los 
cálculos que se requieren para efectuar esto son extremadamente complicados y no han sido 
intentados antes de la publicación. Además, la unificación de Lisi es probable que no sea la única 
posible. El autor unificó los términos de la mecánica cuántica dentro de E8 de un modo que 
minimiza la mezcla entre estados. Es probable que se puedan construir otras inclusiones "menos 
elegantes" que unirían la mecánica cuántica y la relatividad dentro de E8 pero que dieran lugar a 
predicciones diferentes para las masas de las partículas. Lisi advierte que su teoría es incompleta. 
"La teoría es muy joven y aún se encuentra en desarrollo. Ahora mismo, asignaría una probabilidad 
baja (pero no insignificante) para esta predicción."4 "Este es un tipo de teoría del todo o nada, puesto 
que acabará siendo totalmente correcta o espectacularmente errónea. Soy el primero en admitir que 
esto es un buen intento. Pero no está dicha la última palabra hasta que el LHC termine de hablar."3 

Nuevas partículas 

En la teoría de Lisi, existirían 20 elementos a partir de los 248 elementos base del grupo de Lie E8 
que no corresponde con partículas o fuerzas conocidas. Esto requeriría la existencia de nuevas 
interacciones y partículas, aunque el número exacto de nuevas partículas dependería de la mezcla de 
estos estados básicos con los de las partículas convencionales conocidas (tal mezcla se define 
exactamente por la estructura de E8 pero aún no ha sido determinada). Los nuevos campos incluyen 
dos nuevos números cuánticos en el modelo de Pati-Salam, un nuevo escalar de Higgs, así como 
nuevos campos que mezclan los leptones y los quarks y tiene fuerzas que varían dependiendo de la 
familia de fermiones. Por todo esto, la teoría también predice la descomposición del protón. Para ser 
consistente con las observaciones previas, Lisi sugiere que las masas de algunas de las partículas 
extra resultantes serían necesariamente demasiado grandes para haber sido observadas por los 
actuales aceleradores de partículas. La masa de al menos una de estas partículas estaría teóricamente 
dentro del rango detectable del LHC que ya se halla en servicio.1 5 

Recepción 

En su blog, el físico Peter Woit escribe: "Me alegro de ver a alguien que persigue estas ideas, 
incluso si no se plantea soluciones a los problemas subyacentes." Woit describió los ataques 
personales a Lisi al poco de aparecer su artículo como deprimentes. "Garret es un investigador serio 
y competente que ha seguido una carrera no convencional y recientemente obtuvo una beca por el 
instituto para cuestiones fundamentales." (FQXI)6 

Sabine Hossenfelder del Instituto "Perímetro" de Física Teórica Perimeter Institute for Theoretical 
Physics, que recientemente invitó a Lisi a una reunión internacional sobre gravedad cuántica de 
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bucles y a la cual Lisi agradece en su artículo el haber sido una correspondiente útil, hace hincapié 
en las limitaciones del trabajo: 

Dado su estado actual, 

• El modelo de Garrett no conduce naturalmente a la unificación de las interacciones del 
modelo estándar con la gravedad (Él tuvo que elegir la acción entre dos; en su publicación 
sólo se describe uno de los modos posibles, siendo esto explicado por el mismo Lisi),  

• No nos permite comprender la gravedad cuántica (puesto que no nos dice nada sobre la 
cuantificación);  

• No explica los parámetros del modelo estándar (porque no hay aún ningún mecanismo para 
la ruptura de la simetría);  

• No explica la constante cosmológica o su valor (como se dice más arriba, para afirmar que 
tenga que existir, sería necesario mostrar que no habría otra forma de hacerlo sin que hubiera 
una);  

• No explica la jerarquía del problema (Y no veo forma de hacerlo);  
• No explica por qué vivimos en un espacio-tiempo con tres dimensiones espaciales y una 

dimensión tipo-tiempo.7  

Estas limitaciones, que han sido ampliamente relacionadas con las asunciones adicionales que el 
modelo requiere respecto de la acción para dar las ecuaciones correctas del movimiento, están 
equilibradas en su visión, en el lado positivo, por el modo en que los grupos de Lie se usan para 
unificar los bosones con los fermiones. La investigadora también tiene preocupaciones técnicas por 
la falta de constantes de acoplamiento en el artículo, que de este modo parece basarse en sacar una 
longitud de escala característica de la nada. No obstante, finalmente afirma la revisora "Pienso que 
el artículo de Garret tiene el potencial de convertirse en una contribución muy especial, y su enfoque 
merece más examen."8 

Marcus du Sautoyde la Universidad de Oxford dice:"Parece que le faltan muchas cosas"9 y un 
teórico de cuerdas Luboš Motl dice que "Cualquier investigador senior entusiasmado por la física 
sería capaz de ver que solo es una larga secuencia de malentendidos infantiles."10 Motl argumenta 
que es imposible tener una teoría con simetrías internas y externas unificadas en cualquier forma no 
trivial. Motl afirma que el artículo de Lisi viola el teorema de Coleman-Mandula, aunque Lisi 
asevera explícitamente que los presupuestos del teorema no son aplicables a su trabajo.11 

El físico Lee Smolin del Perimeter Institute for Theoretical Physics, un crítico con la teoría de 
cuerdas, describió el trabajo como "uno de los modelos de unificación más convincentes que he 
visto en muchos, muchos años."4 

El profesor emérito David Finkelstein del Instituto de tecnología de Georgia dice "Pienso que todo 
esto debe ser más que una coincidencia y creo que está tocando algo profundo."5 

Uno de los teóricos más importantes en gravedad cuántica Carlo Rovelli comentó "Cuando comencé 
a leer el artículo era escéptico. Cuando terminé, me pregunté porqué no se me había ocurrido la idea 
antes." 12 
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La notación multiplicativa no es otra que la notación usual para los grupos, mientras que la aditiva 
es la notación usual para módulos. Cuando se trabaja sólo con grupos abelianos, usualmente se usa 
la notación aditiva. 

Ejemplos 
Todo grupo cíclico G es abeliano, pues si x, y א G = <a>, x = am y y = an para algunos m, n enteros, 
con lo cual, xy = aman = am + n = an + m = anam = yx. En particular, el grupo Z de enteros bajo la suma 
es abeliano, al igual que el grupo de enteros módulo n, Zn. 

Los números reales forman un grupo abeliano con la adición, al igual que los reales no nulos con la 
multiplicación. 

Todo anillo es un grupo abeliano con respecto a su adición. En un anillo conmutativo, los elementos 
invertibles forman un grupo abeliano bajo la multiplicación. 

Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal, y por lo tanto, para todo subgrupo hay un grupo 
cociente. Subgrupos, grupos cocientes, y sumas directas de grupos abelianos son también abelianos. 

Propiedades 
• Si n es un número natural y x un elemento de un grupo abeliano G (con notación aditiva), se 

puede definir nx = x + x + ... + x (n sumandos), y (−n)x = −(nx), con lo que G se vuelve un 
módulo sobre el anillo Z de los enteros. De hecho, los módulos sobre Z no son otros que los 
grupos abelianos.  

• Si f, g : G → H son dos homomorfismos entre grupos abelianos, su suma (definida por (f + 
g)(x) = f(x) + g(x)) es también un homomorfismo; esto no se cumple en general para grupos 
no abelianos. Con esta operación, el conjunto de homomorfismos entre G y H se vuelve, 
entonces, un grupo abeliano en sí mismo.  

Anillo  
En álgebra, un anillo es una estructura algebraica formada por un conjunto (A), y dos operaciones: 
suma y producto; de modo que (A,+) es un grupo conmutativo con elemento neutro (que 
designamos 0), y el producto es asociativo, posee neutro, llamado unidad (que designamos 1), y 
tiene la propiedad distributiva respecto de la suma. Si además el producto es conmutativo 
hablaremos de un anillo conmutativo. 

Ejemplo de un anillo 
El ejemplo más intuitivo de un anillo es el conjunto de los números enteros: 

... -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ...  

junto con las operaciones binarias de la suma y la multiplicación. La razón por la cual estas tres 
cosas forman un anillo, es porque cumplen con las siguientes propiedades: 
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donde R es un conjunto, la base del pseudoanillo, + y * son operaciones binarias y existe 0, un 
elemento del conjunto, el zero del pseudoanillo, tal que 

es un Grupo abeliano  

es un semianillo.  

Las operaciones + y * se dicen respectivamente suma y producto del pseudoanillo. 

Cuando el producto de un pseudoanillo posee una unidad, que notamos con 1, es decir, cuando 
es un monoide, 

 

es una estructura llamada anillo. 

Si el producto de un pseudoanillo es conmutativo, la estructura se llama pseudoanillo abeliano. 

Cuerpo 
En álgebra abstracta, un cuerpo o campo es una estructura algebraica en la cual las operaciones de 
adición y multiplicación se pueden realizar y cumplen las propiedades asociativa, conmutativa y 
distributiva, además de la existencia de un inverso aditivo y de un inverso multiplicativo, los cuales 
permiten efectuar la operaciones de sustracción y división (excepto la división por cero); estas 
propiedades ya son familiares de la aritmética de números ordinarios. 

Los cuerpos son objetos importantes de estudio en álgebra puesto que proporcionan la 
generalización apropiada de dominios de números tales como los conjuntos de números racionales, 
de los números reales, o de los números complejos. Los cuerpos eran llamados dominios 
racionales. 

El concepto de un cuerpo se usa, por ejemplo, al definir el concepto de espacio vectorial y las 
transformaciones en estos objetos, dadas por matrices, dos objetos en el álgebra lineal cuyos 
componentes pueden ser elementos de un cuerpo arbitrario. La teoría de Galois estudia las 
relaciones de simetría en las ecuaciones algebraicas, desde la observación del comportamiento de 
sus raíces y las extensiones de cuerpos correspondientes y su relación con los automorfismos de 
cuerpos correspondientes. 

Definición 
Un cuerpo es un anillo de división conmutativo, es decir, un anillo conmutativo en el que todo 
elemento distinto de cero es invertible respecto del producto. Por tanto un cuerpo es un conjunto F 
en el que se han definido dos operaciones, + y ., llamadas suma y multiplicación respectivamente, 
que cumplen las siguientes propiedades: 

F es cerrado para la suma y la multiplicación  
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Algunos teoremas iniciales 
• El conjunto de elementos diferentes de cero de un cuerpo F (denotado típicamente por F×) es 

un grupo abeliano bajo multiplicación. Cada subgrupo finito de F× es cíclico.  

• La característica de cualquier cuerpo es cero o un número primo. (la característica se define 
como el número entero positivo más pequeño n tal que n·1 = 0, o cero si no existe tal n; aquí 
n·1 significa n sumandos 1 + 1 + 1 +... + 1.)  

• Si q > 1 es una potencia de un número primo, entonces existe (salvo isomorfismo) 
exactamente un cuerpo finito con q elementos. Además, estos son los únicos cuerpos finitos 
posibles.  

• Como anillo, un cuerpo no tiene ningún ideal excepto {0} y sí mismo.  

• Todo anillo de división finito es un cuerpo (teorema de Wedderburn)  

• Para cada cuerpo F, existe (salvo isomorfismo) un cuerpo único G que contiene a F, es 
algebraico sobre F, y es algebraicamente cerrado. G se llama la clausura algebraica de F.  

Construyendo nuevos cuerpos de otros dados 
• Si un subconjunto E de un cuerpo (F,+,*) junto con las operaciones *, + restringido a E es en 

sí mismo un cuerpo, entonces se llama un subcuerpo de F. Tal subcuerpo tiene los mismos 0 
y 1 que F.  

• Dado un cuerpo F, el cuerpo polinómico F(X) es el cuerpo de fracciones de polinomios en X 
con coeficientes en F, es decir, sus elementos son funciones racionales con coeficientes en F.  

• Una extensión algebraica de un cuerpo F es el cuerpo más pequeño que contiene a F y una 
raíz de un polinomio irreducible p(X) en F [X]. Alternativamente, es idéntico al anillo factor 
F [X]/<p(X)>, donde <p(X)> es el ideal generado por p(X).  

Módulo  
Definición 
Específicamente, un módulo izquierdo sobre el anillo R consiste en un grupo abeliano (M, +) y una 
operación R × M → M (multiplicación escalar, generalmente escrita sólo por yuxtaposición, es decir 
como rx para r en R y x en M) tal que 

Para todo r, s en R, x, y en M, tenemos 

1. (rs)x = r(sx)  
2. (r+s)x = rx+sx  
3. r(x+y) = rx+ry  
4. 1x = x  



59 
 

Generalmente, escribimos simplemente "un R - módulo izquierdo M" o RM. 

Algunos autores[cita requerida] omiten la condición 4 en la definición general de módulos izquierdos, y 
llaman a las estructuras definidas antes "módulos izquierdos unitales". En este artículo sin embargo, 
todos los módulos (y todos los anillos) se presuponen unitales. Por lo general, para módulos, en la 
mayoría de los textos se consiera la condición 4, mientras que para anillos no se supone que exista 
elemento unidad, excepto que se diga lo contrario. 

Un R módulo derecho M o MR se define de forma semejante, sólo que el anillo actúa por la 
derecha, es decir tenemos una multiplicación escalar de la forma M × R → M, y los tres axiomas 
antedichos se escriben con los escalares r y s a la derecha de x e y. 

Si R es conmutativo, entonces los R-módulos a la izquierda son lo mismo que R-módulos a la 
derecha y se llaman simplemente R-módulos. 

Ejemplos 
• Si K es un cuerpo, entonces los conceptos "K-espacio vectorial" y K-módulo son idénticos.  

• Cada grupo abeliano M es un módulo sobre el anillo de los números enteros Z si definimos 
nx = x + x +... + x (n sumandos) para n > 0, 0 x = 0, y (- n) x = - (nx) para n < 0.  

• Si R es cualquier anillo y n un número natural, entonces el producto cartesiano Rn es un 
módulo izquierdo y derecho sobre R si utilizamos las operaciones componente a 
componente. El caso n = 0 da el trivial R-módulo {0} que consiste solamente en el elemento 
identidad (aditiva).  

• Si X es una variedad diferenciable, entonces las funciones diferenciables de X a los números 
reales forman un anillo R. El conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables 
definidos en X forman un módulo sobre R, y lo mismo con los campos tensoriales y las 
formas diferenciales en X.  

• Las matrices cuadradas n-por-n con entradas reales forman un anillo R, y el espacio 
euclidiano R n es un módulo izquierdo sobre este anillo si definimos la operación de módulo 
vía la multiplicación de matrices.  

• Si R es cualquier anillo e I es cualquier ideal izquierdo en R, entonces I es un módulo 
izquierdo sobre R. Análogamente, por supuesto, los ideales derechos son módulos derechos.  

Submódulos y homomorfismos 
Suponga que M es un R-módulo izquierdo y N es un subgrupo de M. Entonces N es un submódulo 
(o R-submódulo, para ser más explícito) si, para cualquier n en N y cualquier r en R, el producto rn 
está en N (o el nr para un módulo derecho). Si M y N son R - módulos, entonces una función f: M → 
N es un homomorfismo de R - módulos si, para cualquier m, n en M y r, s en R, 

f (rm + sn) = rf(m) + sf(n).  
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Esto, como cualquier homomorfismo de objetos matemáticos, es precisamente una función que 
preserva la estructura de los objetos. Un homomorfismo biyectivo de módulos es un isomorfismo de 
módulos, y los dos módulos se llaman isomorfos. Dos módulos isomorfos son idénticos para todos 
los propósitos prácticos, diferenciándose solamente en la notación para sus elementos. 

El núcleo de un homomorfismo de módulos f: M → N es el submódulo de M que consiste en todos 
los elementos que son enviados a cero por f. Los teoremas de isomorfía familiares de grupos 
abelianos y de espacios vectoriales son también válidos para R-módulos. 

Los R-módulos izquierdos, junto con sus homomorfismos de módulo, forman una categoría, escrita 
como RMod. Esta es una categoría abeliana. 

Tipos de módulos 
Finitamente generado. Un módulo M es finitamente generado si existe un número finito de 
elementos x1..., xn en M tales que cada elemento de M es una combinación lineal de esos elementos 
con coeficientes del anillo escalar R. 

Libre. Un módulo libre es un módulo que tiene una base, o equivalentemente, uno que es isomorfo 
a una suma directa de copias del anillo escalar R. Éstos son los módulos que se comportan parecido 
a los espacios vectoriales. 

Proyectivo. Los módulos proyectivos son sumandos directos de módulos libres y comparten muchas 
de sus propiedades deseables. 

Inyectivo. Los módulos inyectivos se definen dualmente a los módulos proyectivos. 

Simple. Un módulo simple S es un módulo que no es {0} cuyos únicos submódulos son {0} y S. 
Los módulos simples a veces se llaman irreducibles. 

Indescomponible. Un módulo indescomponible es un módulo diferente a cero que no se puede 
escribir como una suma directa de dos submódulos diferentes a cero. Cada módulo simple es 
indescomponible. 

Fiel. Un módulo fiel M es uno donde la acción de cada r en R da una función inyectiva M → M. 
Equivalente, el aniquilador de M es el ideal cero. 

Noetheriano. Un módulo noetheriano es un módulo tal que cada submódulo es finitamente 
generado. Equivalente, cada cadena creciente de submódulos llega a ser estacionaria en finitos 
pasos. 

Artiniano. Un módulo artiniano es un módulo en el cual cada cadena decreciente de submódulos 
llega a ser estacionaria en finitos pasos. 

Definición alternativa como representaciones 
Si M es un R-módulo izquierdo, entonces la acción de un elemento r en R se define como la función 
M → M que envía cada x al rx (o al xr en el caso de un módulo derecho), y es necesariamente un 
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endomorfismo de grupo del grupo abeliano (M, +). El conjunto de todos los endomorfismos de 
grupo de M es denotado EndZ(M) y forma un anillo bajo la adición y composición, y enviando un 
elemento r del anillo R a su acción define realmente un homomorfismo de anillo de R a EndZ(M). 

Tal del homorfismo R del anillo → EndZ(M) se llama una representación de R en el grupo abeliano 
M; una manera alternativa y equivalente de definir R-módulos izquierdos es decir que un R-módulo 
izquierdo es un grupo abeliano M junto con una representación de R en él. 

Una representación se llama fiel si y solamente si la función R → EndZ(M) es inyectiva. En términos 
de módulos, esto significa que si r es un elemento de R tal que rx = 0 para todo x en M, entonces r = 
0. Cada grupo abeliano es un módulo fiel sobre los números enteros o sobre una cierta aritmética 
modular Z/n Z. 

Generalizaciones 
Cualquier anillo R se puede ver como categoría preaditiva con un solo objeto. Con esta 
comprensión, un R-módulo izquierdo es un funtor aditivo (covariante) de R a la categoría Ab grupos 
abelianos. Los R-módulos derechos son funtores aditivos contravariantes. Esto sugiere que, si C es 
cualquier categoría preaditiva, un funtor aditivo covariante de C a Ab sea considerado un módulo 
izquierdo generalizado sobre C; estos funtores forman una categoría de funtores C-Mod que es la 
generalización natural de la categoría de módulos R-Mod. 

Los módulos sobre anillos conmutativos se pueden generalizar en una dirección distinta: tome un 
espacio anillado (X, OX) y considere los haces de OX-módulos. Éstos forman una categoría OX-Mod. 
Si X tiene solamente un punto, entonces esto es una categoría de módulo en el viejo sentido sobre el 
anillo conmutativo OX(X). 

Referencias 
• F.W. Anderson y K.R. Fuller: Rings and Categories of Modules, Graduate Texts in 

Mathematics, Vol. 13, 2da Ed., Springer-Verlag, New York, 1992  
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En 1857, Cayley introdujo la notación matricial, que permite una armonización y simplificación de 
los aplicaciones lineales. Casi al mismo tiempo, Grassmann estudió el cálculo baricéntrico iniciado 
por Möbius. Previó conjuntos de objetos abstractos dotados de operaciones.5 En su trabajo, los 
conceptos de independencia lineal y dimensión, así como de producto escalar están presentes. En 
realidad el trabajo de Grassmann de 1844 supera el marco de los espacios vectoriales, ya que 
teniendo en cuenta la multiplicación, también, lo llevó a lo que hoy en día se llaman álgebras. El 
matemático italiano Peano dio la primera definición moderna de espacios vectoriales y aplicaciones 
lineales en 1888.6 

Un desarrollo importante de los espacios vectoriales se debe a la construcción de los espacios de 
funciones por Henri Lebesgue. Esto más tarde fue formalizado por Banach en su tesis doctoral de 
19207 y por Hilbert. En este momento, el álgebra y el nuevo campo del análisis funcional empezaron 
a interactuar, en particular con conceptos clave tales como los espacios de funciones p-integrables y 
los espacios de Hilbert. También en este tiempo, los primeros estudios sobre espacios vectoriales de 
infinitas dimensiones se realizaron. 

Ejemplos 

Espacios de coordenadas y de funciones 

El primer ejemplo de un espacio vectorial sobre un cuerpo K es el propio cuerpo, equipado con la 
suma y multiplicación definida en el cuerpo. Esto se generaliza por el espacio vectorial conocido 
como el espacio de coordenadas representado generalmente como Kn, donde n es un entero. Sus 
elementos son n-tuplas 

(a1, a2, ..., an), donde los ai son elementos de K.  

Las sucesiones infinitas de coordenadas, y, más generalmente, las funciones de cualquier conjunto 
fijo Ω en un cuerpo K también forman espacios vectoriales, mediante la suma y la multiplicación 
escalar puntual, es decir, la suma de dos funciones de f y g viene dada por 

(f + g)(w) = f(w) + g(w)  

y de igual modo para la multiplicación. Tales espacios de funciones se producen en muchas 
situaciones geométricas, cuando Ω es la recta real, un intervalo, o algún subconjunto de Rn. Muchos 
conceptos en topología y análisis, tales como continuidad, integrabilidad o diferenciabilidad tienen 
un buen comportamiento respecto a la linealidad, es decir, sumas y múltiplos por un escalar de 
funciones que posean una determinada propiedad seguirán teniéndola. Por lo tanto, el conjunto de 
tales funciones son espacios vectoriales. Estos espacios se estudian con más detalle utilizando los 
métodos de análisis funcional, véase más abajo. Las desigualdades algebraicas también producen 
espacios vectoriales: el espacio vectorial K[x] formado por funciones polinómicas, i.e. 

f (x) = rnxn + rn−1xn−1 + ... + r1x + r0,donde los coeficientes rn, ..., r0 se encuentran en K. Las 
series de potencias son similares, salvo que se permiten infinitos términos.  
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Ecuaciones lineales 

Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneas están estrechamente vinculados a los espacios 
vectoriales. Por ejemplo, las soluciones de 

a + 3b + c = 0 
4a + 2b + 2c = 0 

vienen dadas por tripletas de la forma a, b = a/2, y c = −5a/2 para un a arbitrario. Forman un espacio 
vectorial: las sumas y múltiplos de esas tripletas sigue cumpliendo las ecuaciones, por lo que son 
soluciones, también. Las matrices se pueden utilizar para condensar múltiples ecuaciones lineales en 
una sola ecuación, con el ejemplo anterior, 

Ax = 0,  

donde A es la matriz: 

,  

, x es el vector (a, b, c), y 0 = (0, 0) es el vector nulo. De forma similar, las soluciones de ecuaciones 
diferenciales lineales homogéneas forman espacios vectoriales. Por ejemplo, las soluciones de la 
ecuación 

f ''(x) + 2f '(x) + f (x) = 0  

son de la forma f (x) = a · e−x + bx · e−x, donde a y b son constantes arbitrarias, y e = 2.718.... 

 Teoría de números algebraicos 

Una situación común en la teoría de números algebraicos es un cuerpo K que contiene un subcuerpo 
E. Por las operaciones de multiplicación y adición de K, K se convierte en un E-espacio vectorial, es 
decir, una extensión de E. Por ejemplo, los números complejos son un espacio vectorial sobre R. 
Otro ejemplo es Q(z), el cuerpo más pequeño que contiene los números racionales y algún número 
complejo z. 

Bases y dimensión 
Las bases revelan la estructura de los espacios vectoriales de una manera concisa. Una base es el 
menor conjunto (finito o infinito) B = {vi}i א I de vectores que generan todo el espacio. Esto significa 
que cualquier vector v puede ser expresado como una suma (llamada combinación lineal) de 
elementos de la base 

a1vi1 + a2vi2 + ... + anvin,  
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donde los ak son escalares y vik (k = 1, ..., n) elementos de la base B. La minimalidad, por otro lado, 
se hace formal por el concepto de independencia lineal. Un conjunto de vectores se dice que es 
linealmente independiente si ninguno de sus elementos puede ser expresado como una combinación 
lineal de los restantes. Equivalentemente, una ecuación 

a1vi1 + ai2v2 + ... + anvin = 0  

sólo se consigue si todos los escalares a1, ..., an son iguales a cero. Por definición cada vector puede 
ser expresado como una suma finita de los elementos de la base. Debido a la independencia lineal 
este tipo de representación es única. Los espacios vectoriales a veces se introducen desde este punto 
de vista. 

Todo espacio vectorial tiene una base. Este hecho se basa en el lema de Zorn, una formulación 
equivalente del axioma de elección. Habida cuenta de los otros axiomas de la teoría de conjuntos de 
Zermelo-Fraenkel, la existencia de bases es equivalente al axioma de elección. El ultrafilter lemma, 
que es más débil que el axioma de elección, implica que todas las bases de un espacio vectorial 
tienen el mismo "tamaño", es decir, cardinalidad. A ésta, se le llama la dimensión del espacio 
vectorial, representada por dim V. Si el espacio es generado por un número finito de vectores, todo 
lo anterior puede demostrarse sin necesidad de acudir a la teoría de conjuntos. 

La dimensión de un espacio de coordenadas Fn es n, pues cualquier vector (x1, x2, ..., xn) puede 
expresarse de forma única como combinación lineal de n vectores (llamados vectores coordenadas) 
e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0), a en = (0, 0, ..., 0, 1), es decir, la suma 

x1e1 + x2e2 + ... + xnen,  

La dimensión de los espacios de funciones, como por ejemplo el espacio de funciones definidas en 
algún intervalo acotado o no, es infinita. Bajo unas adecuadas asunciones de regularidad de los 
coeficientes involucrados, la dimensión del espacio de soluciones de una ecuación diferencial 
ordinaria homogénea es igual al grado de la ecuación. Por ejemplo, la ecuación anterior tiene grado 
2. El espacio de soluciones está generado por ex y xex (que son linealmente independientes en R), 
por lo que la dimensión de este espacio es dos. El grado de una extensión como por ejemplo Q(z) 
sobre Q depende de si z es o no algebraico, i.e. satisface una cierta ecuación polinomial 

qnzn + qn−1zn−1 + ... + q0 = 0, con coeficientes racionales qn, ..., q0.  

Si es algebraico, la dimensión es finita. Es más, es igual al grado del polinomio mínimo del que z es 
raíz. Por ejemplo,el conjunto de los números complejos es un espacio vectorial bidimensional sobre 
los números reales, generado por 1 y la unidad imaginaria i. Ésta última cumple i2 + 1 = 0, una 
ecuación de grado dos. Si z no es algebraico, la dimensión es infinita. Así, para z = π no existe dicha 
ecuación, pues π es trascendente. 

Aplicaciones lineales y matrices 
Como ocurre con muchas entidades algebraicas, la relación entre dos espacios vectoriales se expresa 
por las aplicaciones entre ellos. En el contexto de los espacios vectoriales, el concepto 
correspondiente se denomina aplicación lineal o transformación lineal. Se tratan de funciones f : V 
→ W que son compatibles con la estructura relevante, i.e., preservan la suma de vectores y el 
producto por un escalar: 
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Espacios vectoriales con estructura adicional 
Desde el punto de vista del álgebra lineal, los espacios vectoriales se comprenden completamente en 
la medida en que cualquier espacio vectorial se caracteriza, salvo isomorfismos, por su dimensión. 
Sin embargo, los espacios vectoriales ad hoc no ofrecen un marco para hacer frente a la cuestión 
fundamental para el análisis de si una sucesión de funciones converge a otra función. Asimismo, el 
álgebra lineal no está adaptada per se para hacer frente a series infinitas, ya que la suma solo permite 
un número finito de términos para sumar. Las necesidades del análisis funcional requieren 
considerar nuevas estructuras. 

Espacios vectoriales normados y espacios prehilbertianos 

La "medición" de vectores es una necesidad frecuente, ya sea especificando una norma, | | . | | , que 
mide las longitudes de los vectores, o por un producto escalar, <.,.>, que permite medir además los 
ángulos entre los vectores. En particular se cumple la fórmula: 

 

Esta última implica que las longitudes de los vectores se puede definir también, mediante la 

definición de la correspondiente norma . 

Dos vectores x e y satisfaciendo que su producto escalar es cero se dice que son ortogonales. 

Los espacios vectoriales dotados de estas operaciones se conocen respectivamente como espacios 
vectoriales normados y espacios prehilbertianos. 

 Ejemplos 

Los espacios de coordenadas Kn pueden equiparse con el producto escalar estándar: 

<(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)> = x · y = x1y1 + ... + xnyn.  

Una importante variante del producto escalar estándar se utiliza en el espacio-tiempo de Minkowski, 
es decir, R4 dotado del producto escalar 

<x , y> = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4.  

Es crucial para el tratamiento matemático de la relatividad especial, donde la cuarta coordenada 
corresponde al tiempo. 

Espacios vectoriales topológicos 

Las cuestiones de convergencia se abordan considerando espacios vectoriales V con una topología 
compatibe, es decir, una estructura que permite hablar de elementos que se encuentran cercanos 
unos a otros. Compatible quiere decir que la suma y producto por un escalar deben ser aplicaciones 
continuas, es decir, si x e y son vectores, y a es un escalar, una pequeña variación de x e y produce 
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una pequeña variación de x + y y ax. Si lo que varía es el escalar a, el cuerpo K debe estar dotado de 
una topología; una elección común son los números reales y los números complejos. 

Espacio de Banach 
En matemáticas, los espacios de Banach, llamados así en honor de Stefan Banach, son uno de los 
objetos de estudio más importantes en análisis funcional. Los espacios de Banach son típicamente 
espacios de funciones de dimensión infinita. 

Definición 

Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado completo. Esto quiere decir que un espacio 
de Banach es un espacio vectorial V sobre el cuerpo de los números reales o el de los complejos con 
una norma ||·|| tal que toda sucesión de Cauchy (con respecto a la métrica d(x, y) = ||x - y||) en V tiene 
un límite en V. 

Ejemplos 

De aquí en adelante, sea K uno de los cuerpos R o C. 

Los conocidos espacios euclidianos Kn, donde la norma euclidiana de x = (x1, ..., xn) está dada por 
||x|| = (∑ |xi|²)1/2, son espacios de Banach. 

El espacio de todas las funciones continuas f : [a, b] → K definidas sobre un intervalo cerrado [a, b] 
tiene la estructura de espacio de Banach si definimos la norma según ||f|| = sup { |f(x)| : x en [a, b] }. 
Esta es, de hecho, una norma, gracias al hecho de que las funciones continuas definidas sobre un 
intervalo cerrado están acotadas. Este espacio es completo con esta norma, y el espacio de Banach 
resultante se denota por C[a, b]. Este ejemplo se puede generalizar al espacio C(X) de todas las 
funciones continuas X → K, donde X es un espacio compacto, o al espacio de todas las funciones 
continuas acotadas X → K, donde X es cualquier espacio topológico, y aún al espacio B(X) de todas 
las funciones acotadas X → K, donde X es cualquier conjunto. En todos estos ejemplos podemos 
multiplicar funciones y quedar en el mismo espacio: Todos estos espacios son, de hecho, álgebras de 
Banach unitarias. 

Si p ≥ 1 es un número real, podemos considerar el espacio de todas las sucesiones infinitas (x1, x2, 
x3, ...) de elementos en K tales que la serie infinita ∑i |xi| es finita. Entonces se define la norma-p de 
la sucesión como la raíz p-ésima del valor de la serie. Este espacio, junto a su norma, es un espacio 
de Banach; se denota por lp. 

El espacio de Banach l∞ consiste en todas las sucesiones acotadas de elementos en K; la norma de 
una de estas sucesiones se define como el supremo de los valores absolutos de los miembros de la 
sucesión. 

De nuevo, si p ≥ 1 es un número real, podemos considerar a todas las funciones f : [a, b] → K tales 
que |f|p es Lebesgue-integrable. Se define la norma de f como la raíz p-ésima de esta integral. Por sí 
mismo, este espacio no es un espacio de Banach porque existen funciones no nulas cuya norma es 
cero. Definimos una relación de equivalencia como sigue: f y g son equivalentes si y solo si la 
norma de f - g es cero. El conjunto de las clases de equivalencia obtiene entonces la estructura de 
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espacio de Banach y es denotado por L p[a, b]. Es crucial usar la integral de Lebesgue en lugar de la 
integral de Riemann en este caso, porque la integral de Riemann no daría un espacio completo. 
Estos ejemplos se pueden generalizar: ver espacios L p para más detalles. 

si X e Y son dos espacios de Banach, entonces podemos formar su suma directa X ْ Y, que es un 
espacio de Banach también. Esta construcción se puede generalizar para la suma directa de una 
cantidad arbitraria de espacios de Banach. 

Si M es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach X, entonces el espacio cociente 
X/M es un espacio de Banach también. 

Finalmente, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach. El recíproco no es cierto. 

Operadores lineales 

Si V y W son espacios de Banach sobre el mismo cuerpo K, el conjunto de todas las 
transformaciones lineales continuas A : V → W se denota por L(V, W). Es de notar que en espacios 
de infinitas dimensiones no todas las funciones lineales son automáticamente continuas. L(V, W) es 
un espacio vectorial, y definiendo la norma ||A|| = sup { ||Ax|| : x en V con ||x|| ≤ 1 } se transforma en 
un espacio de Banach. 

El espacio L(V) = L(V, V) forma un álgebra de Banach unitaria, donde la operación de 
multiplicación está dada por la composición de funciones lineales. 

Espacio dual 

Si V es un espacio de Banach y K es el cuerpo subyacente (el de los números reales, o bien, el de los 
números complejos), entonces K es un espacio de Banach (usando el valor absoluto como norma) y 
podemos definir al espacio dual V por V = L(V, K). Este es, de nuevo, un espacio de Banach. Se 
puede usar para definir una nueva topología para V: la topología débil. 

Existe un mapeo natural F de V a V'' definido por: F(x)(f) = f(x) para todo x en V y f en V'. como 
consecuencia del teorema de Hahn-Banach, este mapeo es inyectivo; si llegara a ser sobreyectivo, 
entonces el espacio de Banach V se dice reflexivo. Los espacios reflexivos tienen muchas 
propiedades geométricas importantes. Un espacio es reflexivo si y solo si su espacio dual es 
reflexivo, lo que ocurre si y solo si su bola unitaria es compacta en la topología débil. 

Por ejemplo, lp es reflexivo para 1<p<∞ pero l¹ y l∞ no son reflexivos. El dual de lp es lq donde p y q 
están relacionados por la fórmula (1/p) + (1/q) = 1. Ver espacios L p para más detalles. 

Relación con espacios de Hilbert 

Como se menciona anteriormente, cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach porque, por 
definición, un espacio de Hilbert es completo con respecto a la norma asociada a su producto 
interior. 

No todos los espacios de Banach son espacios de Hilbert. Una condición necesaria y suficiente para 
que un espacio de Banach sea también un espacio de Hilbert es la identidad del paralelogramo: 
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• Que esta integral tiene de hecho sentido.  
• Que el espacio que resulta es completo.  

Éstos son hechos técnicamente fáciles. Obsérvese que al usar la integral de Lebesgue se asegura de 
que el espacio sea completo. Vea espacios Lp para discusión adicional de este ejemplo. 

Espacios de Sobolev 

Los espacios de Sobolev, denotados por son otro ejemplo de espacios de Hilbert, que se 
utilizan muy a menudo en el marco de las ecuaciones en derivadas parciales definidas sobre un 
cierto dominio . Los espacios de Sobolev generalizan los espacios Lp. 

Además de los espacios de Sobolev generales se usan ciertas notaciones particulares para 
cierto tipo de espacios: 

•  
•  

Bases ortonormales 

Un concepto importante es el de una base ortonormal de un espacio de Hilbert H: esta es una 
familia {ek}k א B de H 'satisfaciendo: 

• Los elementos están normalizados: Cada elemento de la familia tiene norma 1: ||ek|| = 1 para 
todo k en B  

• Los elementos son ortogonales: Dos elementos cualesquiera de B son ortogonales, esto 
quiere decir: <ek, ej> = 0 para todos los k, j en B cumpliendo la condición j ≠ k.  

• Expansión densa: La expansión lineal de B es densa en H.  

También utilizamos las expresiones secuencia ortonormal y conjunto ortonormal. Los ejemplos de 
bases ortonormales incluyen: 

• El conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} forma una base ortonormal de R³  
• La secuencia {fn: n א Z} con fn(x) = exp(2πinx) forma una base ortonormal del espacio 

complejo L²([0, 1])  
• La familia {eb: b א B} con eb(c) = 1 si b = c y 0 en caso contrario, forma una base ortonormal 

de l²(B).  

Obsérvese que en el caso infinito-dimensional, una base ortonormal no será una base en el sentido 
del álgebra lineal; para distinguir los dos, la última base se llama una base de Hamel. 

Usando el lema de Zorn, se puede demostrar que cada espacio de Hilbert admite una base 
ortonormal; además, cualesquiera dos bases ortonormales del mismo espacio tienen el mismo 
cardinal. Un espacio de Hilbert es separable si y solamente si admite una base ortonormal 
numerable. 
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Subespacio vectorial 

En álgebra lineal, un subespacio vectorial es el subconjunto de un espacio vectorial, que debe 
cumplir ciertas características específicas. 

Definición 

Sean (V, +, K, *) un espacio vectorial y S un subconjunto de V. 

S es subespacio vectorial de V si (S, +, K, *) es espacio vectorial en sí mismo, siendo + y * las 
mismas operaciones definidas en V. Las bases de un subespacio son el subconjunto de "alfa" y 
"beta" en el menor subespacio formado por la recta que pasa por dos puntos. 

Condición de existencia de subespacio 

El criterio para la verificación de que S sea subespacio de V, es que ambas operaciones (+ entre 
elementos del conjunto S y * con escalares del cuerpo K) sean cerradas, es decir, den como resultado 
elementos que también pertenezcan a S.Estas antes mencionadas se dan con la suma y la 
multiplicacio para los vectores. 
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Dimensiones de subespacios 

Esta fórmula resuelve que la dimensión de la suma de los subespacios S y W será igual a la 
dimensión del subespacio S más la dimensión del subespacio W menos la dimensión de la 
intersección de ambos. 

Por ejemplo, siendo dim(S) = 3 y dim(W) = 2 y teniendo como intersección un subespacio de 
dimensión 1. 
Luego, dim(S + W) = 4. 

En la suma directa 

En el caso particular de la suma directa, como . 
La fórmula de Grassman resulta: 
 

 
 
Entonces en el ejemplo anterior, resultaría . 

Referencias 
1. ↑ Bourbaki, 1969, ch. "Álgabre linéaire et álgebre multilinéaire", pp. 78–91.  
2. ↑ Bolzano, 1804.  
3. ↑ Möbius, 1827.  
4. ↑ Hamilton, 1853.  
5. ↑ Grassmann, 1844.  
6. ↑ Peano, 1888, ch. IX.  
7. ↑ Banach, 1922.  
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álgebras también llevan una topología; se definen muchas de ellas en un espacio 
subyacente de Banach que las convierte en un álgebra de Banach. Si una involución 
se da también, obtenemos B-estrella-álgebras y C-estrella-álgebras. Éstas se estudian 
en análisis funcional.  

Álgebras no asociativas 

Las clases más conocidas de álgebras no-asociativas son las que son casi asociativas, es decir, en 
que una cierta ecuación simple obliga las diferencias entre diversas maneras de asociar la 
multiplicación de elementos. Éstos incluyen: 

• Álgebra de Lie, para las cuales requerimos la identidad de Jacobi z ( xy ) + (yz) x + (zx) y = 0 
y anticonmutatividad: xx = 0. Para estas álgebra el producto se llama el corchete de Lie y se 
escribe [ x,y ] en vez de xy. Los ejemplos incluyen:  

o Espacio euclidiano R³ con la multiplicación dada por el producto vectorial (con K el 
cuerpo R de los números reales);  

o Álgebra de los campos vectoriales en una variedad diferenciable (si K es R o los 
números complejos C) o una variedad algebraica (para el general K);  

o Cada álgebra asociativa da lugar a un álgebra de Lie usando el conmutador como 
corchete de Lie. De hecho cada álgebra de Lie se puede construir de esta manera, o es 
una subálgebra de un álgebra de Lie así construida.  

• Álgebra de Jordan, para las cuales requerimos (xy)x² = x(yx²) y también xy = yx.  
o Cada álgebra asociativa sobre un cuerpo de característica distinta de 2 da lugar a un 

álgebra de Jordan definiendo una nueva multiplicación x*y = (1/2)(xy + yx). En 
contraste con el caso del álgebra de Lie, no toda álgebra de Jordan se puede construir 
de esta manera. Las que si se pueden se llaman especiales.  

• Álgebras alternativas, para las cuales requerimos que (xx)y =x(xy) y (yx)x = y(xx). Los 
ejemplos más importantes son los octoniones (un álgebra sobre los reales), y 
generalizaciones de los octoniones sobre otros cuerpos. (todas las álgebras asociativas son 
obviamente alternativas.) Salvo isomorfismo las únicas álgebras alternativas reales finito-
dimensionales son los reales, los complejos, los cuaterniones y los octoniones.  

• Álgebras potencia-asociativas, para las cuales requerimos que xmxn = xm+n, donde m ≥ 1 y n ≥ 
1. (aquí definimos formalmente xn+1 recurrentemente como x (x n).) Los ejemplos incluyen 
todas las álgebras asociativas, todas las álgebras alternativas, y los sedeniones.  

Más clases de álgebra 

• Las álgebras de división, en las cuales el inverso multiplicativo existe o la división puede ser 
realizada. Las álgebras finito-dimensionales de división sobre el cuerpo de los números 
reales se pueden clasificar bien.  

• Álgebras cuadráticas, para las cuales requerimos xx=re + sx, para algunos elementos r y s en 
el cuerpo de base, y e una unidad para el álgebra. Los ejemplos incluyen todas las álgebras 
alternativas finito-dimensionales, y el álgebra de las matrices reales 2-por-2. Salvo un 
isomorfismo las únicas álgebras reales alternativas, cuadráticas sin divisores de cero son los 
reales, los complejos, los cuaterniones, y los octoniones.  
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y conmuta con 

K00, K10, K13, K21, K22, K31, K32.  

Si el índice 2 aparece un número par de veces en el nombre entonces el cuadrado de la matriz es más 
(+) la matriz identidad, vamos a llamar a esto un Kplus 

ejemplos son K1, K22, K311, K2222  

Si el índice 2 aparece un número impar de vecess en el nombre entonces el cuadrado de la matriz es 
menos (-) la matriz identidad, vamos a llamar a esto un Kminus 

ejemplos son K2, K222, K211, K1222  

Ahora tenemos una manera muy simple de construir los conjuntos posibles más grandes de matrices 
anticonmutantes. 

Comience con un conjunto existente {K1, K2, K3} 

Inserte un nuevo índice constante (por ejemplo un 1 en la primera posición) y se obtiene {K11, K12, 
K13} 

Entonces agregue dos matrices más que anticonmuten en el nuevo nivel y conmuten en el viejo nivel 
(por medio del índice cero 0) 

Se consigue {K11, K12, K13, K20, K30} 

Otros ejemplos 

{K21, K22, K23, K10, K30}  
{K31, K32, K33, K10, K20}  
{K111, K112, K113, K120, K130, K200, K300}  
{K211, K212, K213, K220, K230, K100, K300}  
{K311, K312, K313, K320, K330, K100, K200}  

 
Se consigue siempre un conjunto con un número impar de matrices y hay siempre un Kplus más que 
Kminus. 

Cada uno de ellas se puede escribir como el producto de todas las demás. Ejemplo K11 K12 K13 K20 = 
K30. 

Álgebra de Clifford real R2,0 

p = 2 y q = 0 por tanto necesitamos 2 Kplus como vectores base 

grado 0 (el escalar) 
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grado 1 (los vectores) 

 

 

grado 2 (el pseudoescalar) 

 

n = p + q = 2 y se tienen 2² = 4 elementos así que es lo que I. Portious llama un álgebra universal de 
Clifford. 

Álgebra de Clifford real R1,1 

p = 1 y q = 1 necesitamos un Kplus y 1 Kminus como vectores base 

grado 0 (el escalar) 

 

grado 1 (los vectores) 

 

 

grado 2 (el pseudoescalar) 

 

Aquí tenemos otra vez 2n elementos en el álgebra con n = p+q así que es otra vez un álgebra 
universal de Clifford. 

Álgebra de Clifford real R2,1 

p = 2 y q = 1 necesitamos dos Kplus y 1 Kminus como vectores base 

 
grado 0 (el escalar) 

 

grado 1 (los vectores) 
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La signatura es (+ + -) 

grado 2 (los bivectores) 

 

 

 

grado 3 (el pseudoescalar) 

 

Éste es el primer ejemplo de un álgebra no-universal de Clifford puesto que p+q = 3 y se tienen 
solamente 2² elementos y no 2³. La razón es muy simple, cada matriz se utiliza dos veces, una vez 
como vector y una vez como bivector. Y el pseudoscalar es precisamente real como el escalar. 

(el dual de Hodge de cada elemento es simplemente menos el original) 

* A = − A  

Álgebra de Clifford real R0,2 

p = 0 y q = 2 necesitamos dos Kminus como vectores base, esto no es posible con matrices reales 
2x2 así que necesitamos utilizar las matrices 4x4, tenemos muchas posibilidades. Esta álgebra es 
isomorfa con H (los cuaterniones) 

grado 0 (el escalar) 

 

grado 1 (los vectores) 

 

 

La signatura es (- -) 

grado 2 (el pseudoescalar) 

 

 
El isomorfismo con los cuaterniones es como sigue 
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1 es escalar, i y j son vectores y k = el ij es el pseudoescalar. 

Un número de Clifford es una combinación lineal de los 4 elementos 1 i j y k. 

 

El uso de k como pseudoescalar (el producto de i por j) es un poco extraño pero perfectamente 
correcto. 

Álgebra de Clifford real R0,3 

p = 0 y q = 3 necesitamos 3 Kminus como vectores base, ésta es la manera usual de trabajar con 
cuaterniones i, j y k pero ahora son vectores base y el ijk = -1 es el pseudoescalar. Esta álgebra es 
otra vez isomorfa con H (los cuaterniones) 

grado 0 (el escalar) 

 

 
grado 1 (los vectores) 

 

 

 

 
La signatura es (- - -) 

grado 2 (los bivectores) 

 
 
 

grado 3 (el pseudoescalar) 

 

Un número de Clifford es aquí otra vez una combinación lineal de los 4 elementos 1 i j y k. el uso de 
-1 como pseudoescalar (los ijk) es el usual, solamente que hace del álgebra un nuevo ejemplo de un 
álgebra no-universal de Clifford, puesto que p + q = 3 y se tienen solamente 2² elementos. 
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Álgebra de Clifford real R3,0 

Ésta es la famosa álgebra de Pauli, si se piensa en K02 como i y K00 como 1. Tenemos tres Kplus 
como vectores de base. 

grado 0 (el escalar) 

 

grado 1 (los vectores) 

 

 

 

La signatura es (+ + +) 

grado 2 (los bivectores) 

 
 

 

grado 3 (el pseudoescalar) 

 

Luego i es el pseudoscalar y las ecuaciones para los bivectores significan de hecho que cada 
bivector es la estrella de Hodge de un vector no parte del bivector. 

Álgebra de Clifford real R3,1 

Ésta es, tal vez, el álgebra de Clifford real más interesante porque permite la construcción de las 
ecuaciones tipo Dirac sin números complejos. Majorana la descubrió. Los espinores reales de se 
llaman los espinores de Majorana. El álgebra también se conoce como el álgebra de Majorana. Hace 
uso de todas las 16 matrices reales 4x4. Los cuatro vectores de base son de hecho las tres matrices 
de Pauli (Kplus) completadas con una cuarta matriz antihermitiana (Kmin). La signatura es ( + + + - 
) Para la signatura ( + - - - ) o ( - - - + ) comúnmente usada en física se necesita matrices complejas 
4x4 o matrices reales 8x8 porque no se puede formar 3 matrices 4x4 anticonmutantes Kmin. 

vea R1,3 para algunas representaciones. 
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Tabla de multiplicar 

× 0 1 

0 0 0 

1 0 1 

 
Con las tablas es fácil comprobar que las operaciones son conmutativas, asociativas y que el 
producto es distributivo con respecto a la suma. Tenemos, entonces, un sistema numérico de dos 
símbolos. Para una comprensión más profunda, ver aritmética modular. 
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