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Prélogo

El Algebra Lineal es una materia habitual en la mayor parte de las carreras técni-
cas y cientificas, y es también habitual que su presentacién al alumno sea o demasiado
abstracta, perdiendo en la efectividad de los calculos, o un amplio recetario sin justi-
ficacién que no dejara la suficiente huella en el alumno. Hemos pretendido encontrar
un cierto equilibrio entre ambos caminos. Atin sin abandonar el esquema teorema-
demostracién, hemos hecho un esfuerzo por que el desarrollo teérico sea facilmente
comprensible para el alumno, sacrificando la elegancia formal de una presentacién
mads tedrica en aras de la sencillez y aplicabilidad de los métodos elementales. Las
transformaciones elementales de matrices son protagonistas de todo el texto, tanto
en lo referente a métodos de célculo:

discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones,

cdlculo del rango de una matriz,

cdlculo de la matriz inversa,

determinacion de las ecuaciones de un subespacio vectorial o de una variedad afin,
cdlculo del nucleo y la imagen de una aplicacion lineal,

cdlculo de la signatura de una forma cuadrdtica,

cdlculo de inversas laterales de una matriz,

como en el aspecto teérico, de forma que las transformaciones elementales no apare-
cen s6lo como método de calculo, sino en el centro mismo de la teoria.

Gran parte de las demostraciones son constructivas y hemos tratado de alcanzar el
objetivo fijado en cada Capitulo de la forma mds rapida posible. Los mas de 200 ejem-
plos ayudan a la comprension de las definiciones y a la asimilacién de los métodos de
célculo que se proponen. Al final de cada Capitulo se presentan ejercicios resueltos
y propuestos, algunos de los cuales (los marcados con *) han aparecido en diferentes
examenes de la Universidad de Granada, principalmente en los estudios de Ingenieria
de Caminos C. y P, y Estadistica.

En cuanto a los contenidos, el nicleo basico de la Teoria: sistemas de ecuaciones,
matrices, determinantes, espacios vectoriales, aplicaciones lineales y diagonalizacién,
lo conforman los Capitulos I y Il y las Secciones II1.1, II1.2 y IV.1. A partir de este nticleo,
pueden plantearse distintas elecciones en funcién de los objetivos y del tiempo dispo-
nible. La interdependencia de las distintas secciones responde al siguiente esquema:

L IL LY, 1112, V1 Vil
1113 Sistemas de ecuaciones, matrices, .
. — . . . — | Inversas generalizadas
Espacio dual determinantes, espacios vectoriales, .
s . . P y minimos-cuadrados
aplicaciones lineales y diagonalizacién
7 ! l N
v VI.1, V1.3
v2,1v3 - 1.4 !
Forma de Jordan Formas bilineales lsorr:letn’as Espacio afin,
y cuadréticas coénicas y cuadricas
\ Yz

V1.2
Movimientos
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4 Prélogo

Notas a la nueva edicion

Este libro es ya fruto de muchas andaduras. Primero fue nuestra dedicacién a la do-
cencia del Algebra Lineal y las horas en el despacho comtin en las que disfrutamos
debatiendo sobre la forma de presentar una materia tan popular. Luego, las observa-
ciones, correcciones y colaboraciones de muchos de nuestros compafieros y alumnos;
la lista es tan larga que sin duda olvidariamos algiin nombre esencial. Con algtin que
otro apoyo externo, conseguimos editar el libro por nuestros propios medios y comen-
zar una pequeiia labor de difusién; los amigos, compafieros y antiguos alumnos hicie-
ron una buena parte del trabajo y después se afiadié la mano del librero Paco Pons, al
que hemos llegado a considerar nuestro amigo. Hace poco llegé el ofrecimiento de
Thomson-Paraninfo de hacerse cargo de una nueva edicién. En cualquier caso, la ma-
yor satisfaccién que obtenemos del esfuerzo realizado es la constatacién de que ha
sido 1itil para otras personas, que les ayuda en su trabajo o que les facilita el aprendi-
zaje. Esperamos que siga siendo asi en esta nueva etapa.

Granada, enero de 2006

© ITES-Paraninfo
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Sistemas de ecuaciones,
matrices y determinantes






1. Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Ecuaciones lineales
Sea K un cuerpo, una ecuacién lineal con coeficientes en K es una expresién de la forma:
axy+---+anxn=">b

donde los términos a,, .. ., an son elementos (conocidos) de K y se llaman coeficientes; el tér-
mino b es de nuevo un elemento de K y recibe el nombre de término independiente, y por ulti-
mo xi, ..., Xn son simbolos que llamaremos incégnitas. Para un niimero pequeiio de inc6gni-
tas, serd usual también denotarlas por las letras x, y, z, ¢, . . ..

Nétese que en una ecuacion lineal no pueden aparecer términos como una incégnita al cua-
drado, el producto de dos incégnitas ni una funcién trigonométrica o logaritmica.

Ejemplo 1. Las ecuaciones:
2x+5y=0; 3x-y+7z=13
son ecuaciones lineales, mientras las siguientes no lo son:

2 +y=5; xy+2=0; sen(x)+y+2z=9

Una solucién de una ecuacién es una asignacion de valores a las incégnitas de forma que se
verifique la igualdad. Asi, por ejemplo, para la ecuacion 2x + 3y = 5 (con coeficientes en R) una
solucién es x = 1, y = 1; otra solucién esx = 0, y = 3.

1.2. Sistemas de ecuaciones lineales

A un conjunto de m ecuaciones lineales con las mismas incégnitas:

a) Xy +---+ pxn = b
axy+---+apxn = b
QmiX1 + -+ @mnXn = bm

se le llama sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.

Llamaremos solucién del sistema a cada asignacién de valores a las incégnitas, digamos x; =
ki, ...,xn = kn que sea solucion de todas las ecuaciones del sistema, esto es: que haga verifi-
carse todas las igualdades simultineamente. Se dice también que (ky, ..., kn) es solucién del
sistema. Se llama solucién general del sistema al conjunto de todas las soluciones del sistema.
Dos sistemas se dice que son sistemas equivalentes si tienen igual solucién general, esto es: si
tienen exactamente las mismas soluciones.

Ejemplo 2. Una solucion del sistema:
x+y
x—y

1 © ITES-Paraninfo
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12 |. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

esx = 1,y = 1 yes fdcil comprobar que ésta es la inica posible solucién. Pero esto no ocurre
siempre; ast, por ejemplo el sistema:

x+y = 2
x+y = 3
no tiene ninguna solucién, mientras que el sistema:
x+y = 2
2x+2y = 4

tiene entre otras las solucionesx = 1,y = 1; x = 0, y = 2; de hecho, la solucién general de este
sistema es el conjunto: {(A\,2 — ) | A € R}.

1.3. Discusion de un sistema

Segiin su mimero de soluciones clasificaremos los sistemas de ecuaciones lineales de la siguien-
te forma: un sistema es compatible si tiene alguna solucién, compatible determinado si tiene
una tnica solucién, compatible indeterminado si tiene mas de una solucién e incompatible si
no tiene ninguna solucion.

( Compatible determinado
(si tiene solucién tGnica)

Sistema compatible
< Compatible indeterminado
(si tiene més de una solucién)

Sistema incompatible

{ (sino tiene solucién)

Al proceso de estudiar a cudl de estos tipos pertenece un sistema dado lo llamaremos discutir
el sistema.

De un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo si cada término independiente
es cero:

anxy +---+ aypxn = 0
anxy+---+apxn = 0
amxy+---+amnxn = 0

Cada sistema homogéneo admite la solucion trivial x; = 0,...,xn = 0y por tanto es siempre
compatible. Serd compatible determinado o indeterminado dependiendo de que sélo tenga la
solucién trivial o tenga ademas otras soluciones.

1.4. Método de Gauss-Jordan

Veamos ahora c6mo resolver un sistema de ecuaciones lineales. La filosofia de los métodos de
Gauss y Gauss-Jordan es simple: a partir de un sistema dado, conseguir otro con exactamente
las mismas soluciones (es decir, un sistema equivalente) pero mas simple y asi sucesivamente
hasta llegar a un sistema con las mismas soluciones que el de partida pero tan simple que éstas
sean conocidas. Vedmoslo en un ejemplo:

© ITES-Paraninfo
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.1 Sistemas de ecuaciones lineales 13

Ejemplo 3. Consideremos el sistema:

2x + 2y + 10z = 18
2x + 3y + 12z = 23
2y + 5z = 11

Podemos simplificar la primera ecuacion dividiéndola por 2 (esto, evidentemente, no afecta a
las soluciones del sistema):

x + y + 52 = 9
2x + 3y + 12z = 23
2y + 5z = 1

Ahora, si restamos a la segunda ecuacion la primera multiplicada por 2, tenemos:

x + y + 52 =9
y + 2z =5
2y + 5z = 11

De igual forma, podemos restar a la tercera ecuacion la segunda multiplicada por 2:

x + y + 5z =9
Yy + 2z =5
z =1

Tenemos entonces lo que intuitivamente podemos llamar un sistema escalonado (concreta-
remos mds adelante) y podemos seguir dos caminos en este momento: un primer camino, el
meétodo de Gauss, consistird en hacer sustitucion regresiva, esto es, sustituir en la segunda
ecuacion el valor obtenido para z: y + 2 = 5 con lo cual y = 3; ahora sustituyendo en la
primera ecuacion: x + 3 + 5 = 9 con lo que x = 1 y tenemos el sistema resuelto. En el méto-
do de Gauss-Jordan, por contra, continuamos simplificando el sistema. Restamos ahora a la
segunda ecuacion la tercera multiplicada por 2, y a la primera la tercera multiplicada por5:

x + y = 4
y = 3
z = 1

y finalmente restamos la segunda ecuacion a la primera:

X

|
W

y

con lo que obtenemos ya la solucion del sistema.

Evidentemente, serd necesario atin concretar y profundizar bastante en este asunto; para em-
pezar, hemos de comprobar que las transformaciones que se han hecho en el ejemplo anterior
son “permisibles”, esto es: que proporcionan sistemas de ecuaciones equivalentes al de partida.

PROPOSICION ‘

Si en un sistema de ecuaciones se intercambian dos ecuaciones, se multiplica una ecua-
cion por un elemento no nulo del cuerpo o se suma a una ecuacion otra multiplicada por |
un elemento del cuerpo, se obtiene un sistema de ecuaciones equivalente.

=— — —— i
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DEMOSTRACION. La primera afirmacion es evidente. La segunda se basa en que para elementos
a, b, c de un cuerpo si ¢ # 0, entonces a = b si, y s6lo si, ac = bc. Veamos pues la tercera de las
afirmaciones. Consideremos el sistema

[ anxi+---+apxn = b
anxy +---+ajpXn = i
Qe (1)
ajxy + -+ QjpxXn = b]

L @mx1+ -+ amnxn = bm

y el sistema resultante de sumar k veces la j-ésima ecuacién a la i-ésima ecuacién

( anxy+---+apxn = b
(@iy + kajy)x) + - - - + (@in + kajp)xn = b + kb;
SN (2)
ajpxy +---+ QjpXn = b]
\ amXxy + -+ amnXn = bm

Hemos de probar que ambos tienen igual conjunto de soluciones. Supongamos que x; = ¢y, ...,
Xn = cn es solucién de (1) y veamos que también es solucién de (2). Puesto que ambos sistemas
sélo difieren en la i-ésima ecuacion, basta ver que x; = ¢),...,Xn = cn verifica la i-ésima
ecuacion de (2). Ahora bien, por ser solucién de (1) se tiene que:

anc + -+ appcn = b;
aﬂC]+"'+aj,,Cn = bj

Multiplicando por k la segunda igualdad, y sumando:

(@incr + -+ aipen) + k(ajjay + - + ajuen) = b + kb;
y de aqui:
(an + kajy)er + - -+ + (@in + kajp)en = b; + kb
Es decir x; = ¢),...,Xn = cn €s solucién de (2) como queriamos probar. Reciprocamente, si
X} = ¢y, ...,Xn = cn €s solucién de (2), entonces:
(an + kaj)er + -+ + (@in + kajs)en = b; + kb;
aj € + -+ apCn = bj

y restando a la primera igualdad k veces la segunda:
ajc+---+appen = b;

Estoes, x; = ¢|,...,Xn = cp es solucién de (1). O

Algoritmo para convertir un sistema en escalonado reducido.

Lo siguiente que hemos de concretar es el método por el que se transforma un sistema en otro
lo mads simple posible:

Paso 1: Se lleva al primer lugar una ecuacién con coeficiente no nulo para la incégnita x,.
Paso 2: Se divide esta primera ecuacién por el coeficiente de x; de forma que se obtenga coefi-
ciente 1 para x;.
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.1 Sistemas de ecuaciones lineales 15

Paso 3: Se elimina la incégnita x, de las restantes ecuaciones, restdndoles la primera multipli-
cada por el nimero conveniente.
Con esto la incégnita x) aparecera s6lo en la primera ecuacién:

X1 +apxy +--- +aypxn = b
apx; +---  +apxn = b
amaX2 +--- +@mnXn = bm

Ahora, se deja fija la primera ecuacion y se repite el proceso (pasos 1, 2 y 3) para las restantes
ecuaciones y la incégnita x;:

X) Fapx+ ..o +aypxXn = 1
Xo+ ool +apnxn = bé
am3x3 +... +amnxn = by

Repitiendo el proceso mientras sea posible, obtendremos un sistema escalonado (la primera
incégnita de cada ecuacion tiene coeficiente 1 y no aparece en las siguientes). Ademds la ecua-
cién 0 = 0 es verificada por cualquier asignacién de valores que se dé a las incégnitas y si
aparece puede ser eliminada.

X1+ apx+ ... +aypxn = bi'
Xo+ ..ol +axpxn = bé’
Xr +... “+QmxXn = bf-’

Pero atin podemos simplificar mds. Llamemos incégnitas principales a las incégnitas que apa-
recen como primera incégnita en alguna de las ecuaciones, e incégnitas libres o secundarias a
las restantes (si las hay). Cada incégnita principal de una ecuacién puede ser eliminada de las
restantes y obtenemos asi un sistema de ecuaciones escalonado reducido (cada incégnita que
es la primera de una ecuaci6n no aparece en las restantes ecuaciones).

Discusion y resolucién de sistemas escalonados reducidos.

Sabemos ya simplificar un sistema hasta obtener un sistema escalonado reducido, pero no to-
dos los sistemas escalonados reducidos son tan simples como el del ejemplo 3. Veamos los dis-
tintos casos que se nos pueden presentar:

Caso 1: Si aparece una ecuacién del tipo 0 = b con b # 0, el sistema serd incompatible, puesto
que ninguna asignacién de valores a las incégnitas puede ser solucién de esta ecuacion.

En el caso de que no aparezca la ecuacién 0 = b con b # 0, se pueden dar dos posibilidades:
Caso 2: Si todas las incégnitas son principales, entonces siendo el sistema escalonado reducido,
ha de ser forzosamente de la forma:

X1 = bl
X = b
Xn = bn
y es por tanto compatible determinado con solucién tinica x) = by, ...,xn = bp.

Caso 3: Si existen incdgnitas libres, entonces las incégnitas principales pueden despejarse en
funcién de las libres y por tanto existe una solucién del sistema para cada eleccién que se haga
de las incégnitas libres. El sistema serd, en consecuencia, compatible indeterminado, y la so-
lucién general del sistema se obtendra asignando un pardmetro a cada una de las incégnitas
libres.
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16 |. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

Ejemplo 4. En el sistema escalonado reducido:

{x + z =1
y + z =

Las incognitas x e y son principales y la incégnita z es libre. Despejando las incdgnitas princi-
pales se obtiene:
X = 1-2z
{* , 21

y por tanto las soluciones del sistema son: x =1 — A\, y =1— A, z = ), donde )\ varia entre
todos los niumeros reales.

© ITES-Paraninfo
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2. Matrices. Transformaciones elementales

2.1. Matrices

Dado un cuerpo K, una matriz de orden m x n con coeficientes en K es una “caja” de la forma:

a ape Qin

a ax azn
A= .

aml 8m2 ... Gmn

constituida por mn elementos de K distribuidos en m filas y n columnas, de forma que denota-
mos por a;; al elemento situado en la fila i, columna j. De forma reducida se expresa:

A= (ay)ij

Ejemplo 5.

1 2 9
A‘(275)

es una matriz de orden 2 x 3 (esto es: tiene 2 filas y 3 columnas) y a3 es el elemento que se
encuentra en la primera fila, tercera columna, es decir a)3 = 9.

Dos matrices son iguales si tienen igual orden e iguales elementos en cada una de sus posicio-
nes.

Ejemplo 6. Las matrices

a 2 3 1
A"(4 5 6)yB=<4 5 b

son iguales si, y s6lo si,a =1yb = 6.
Las matrices

[\S]
w
N—"

1
1 2 3
A‘(4 5 G)yc_<g

no son iguales puesto que tienen distinto orden.

(=2 I N}
(=<2
N———

De una matriz con una tnica fila diremos que es una matriz fila y de una matriz con una anica
columna que es una matriz columna. Una matriz es cuadrada si tiene igual nimero de filas
que de columnas, esto es: si es de orden n x n para algtin n.

Al conjunto de todas las matrices de orden m x n con coeficientes en el cuerpo K lo denotare-
mos por M, n(K). Para el caso en que m = n escribiremos simplemente 9 ,(K) en lugar de
Mnxn(K). Asi, por ejemplo, 93(R) designard al conjunto de todas las matrices cuadradas de
orden 3 con coeficientes en el cuerpo R de los mimeros reales, mientras que MM, 3(Q) sera el
conjunto de todas las matrices de 2 filas y 3 columnas con coeficientes en el cuerpo de los ra-
cionales.

Para una matriz A, llamaremos submatriz de A a cada matriz que se obtenga de ella suprimien-
do algunas de sus filas y columnas.
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18 I. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

2.2. Matrices triangulares y diagonales

Dada una matriz cuadrada A = (4;);; € Ma(K), los elementos a,), az, . . ., ann constituyen
su diagonal principal. Se dice que A es una matriz diagonal si todos los elementos fuera de su
diagonal principal son cero (esto es: @;; = 0, Vi # j):

ay 0 ... 0

0 a 0
A= )

0 0 e ann

A es triangular superior si todos los elementos por debajo de su diagonal son cero (a; =
0, Vi > j)y triangular inferior si todos los elementos por encima de su diagonal son cero
(@ =0, Vi< j)

Triangular superior Triangular inferior

ay a2 ... Qi a 0 ... 0
0 ap ... azn azy Q2 ... 0
0 0 ... Qnpn Anl Q2 ... QGnn

Llamaremos matriz identidad de orden 7 a la matriz cuadrada I, que tiene 1 en los elementos
de su diagonal principal y 0 en las restantes posiciones:

1 0 ... O

o1 ... 0
In=

00 ... 1

Utilizando el simbolo de Kronecker 4;; que vale 1 si i = j y 0 en caso contrario, podemos
describir la matriz identidad en la forma In = () j-

Por ultimo, se llama traza de la matriz cuadrada A y se denota por tr(A) a la suma de los ele-
mentos de su diagonal principal, esto es: tr(A) = a)) + - - - + ann.

2.3. Matrices escalonadas reducidas

Sea A € Mmx n(K) una matriz. Llamaremos pivote (o término lider) de una fila (o columna) de
A al primer elemento no nulo de dicha fila (o columna), si es que hay alguno. La matriz A se dice
que es escalonada por filas si verifica las siguientes condiciones:

1. Si A tiene filas compuestas enteramente por ceros (filas nulas), éstas estan agrupadas en
la parte inferior de la matriz.

2. El pivote de cada fila no nula es 1.
3. El pivote de cada fila no nula esta a la derecha del de la fila anterior.

4. Los elementos que aparecen en la misma columna que el pivote de una fila y debajo de él,
son todos cero.

A es escalonada reducida por filas si ademas de ser escalonada verifica:
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4’. Los elementos que aparecen en la misma columna que el pivote de una fila son todos cero.

Ejemplo 7. Consideremos las siguientes matrices en las que se han recuadrado los pivotes de

cada fila:
0 0 5
A=| 0o [1] 0 -2
001 514

B 0 5
= 0 -
0 0 (1] 4
A no es escalonada por ﬁlas puesto que el pivote de la primera fila no es un 1. B no es escalo-
nada por filas puesto que los pivotes de la segunda y tercera fila no estdn uno a la derecha del

otro. C es escalonada por filas pero no reducida, ya que en la tercera columna deberian ser cero

todos los elementos salvo el pivote de la tercera fila. Por iiltimo D es escalonada reducida por
filas.

=)
|
N

De forma analoga se definen los conceptos de matriz escalonada y escalonada reducida por
columnas; la matriz A es escalonada por columnas si verifica:

1. Si Atiene columnas compuestas enteramente por ceros éstas son las tltimas columnas de
la matriz.

2. El pivote de cada columna no nulaes 1.
3. El pivote de cada columna no nula estd mas abajo que el de la fila anterior.

4. Los elementos que aparecen en la misma fila que el pivote de una columna y a la derecha
de él, son todos cero.

A es escalonada reducida por columnas si ademas de ser escalonada verifica:

4’. Los elementos que aparecen en la misma fila que el pivote de una columna son todos cero.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 8. Consideremos las siguientes matrices en las que se han recuadrado los pivotes de
cada columna:

0o o (1] o o 0 0
0 o e [0 WOf |0 0T 0
3.1 0 3 1 0 3 1 [1]
0 o 0o 0 1 0 0 0

E es escalonada reducida por columnas, F no es escalonada por columnas y G es escalonada
por columnas pero no reducida.
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2.4. Forma normal de Hermite

Nuestro siguiente objetivo serd transformar de alguna forma cada matriz en una escalonada re-
ducida. Para ello, establecemos primero qué tipos de transformaciones consideraremos vélidas.
Para simplificar, utilizaremos el nombre de escalar para referirnos a los elementos del cuerpo
que se esté considerando.

Llamamos transformaciones elementales de filas a cada una de las de los siguientes tipos:

Tipo I: Intercambiar la posicion de dos filas.
Tipo II: Multiplicar todos los elementos de una fila por un escalar no nulo.
Tipo III: Sumar a una fila otra multiplicada por un escalar.

Diremos que dos matrices Ay B son equivalentes por filas , y lo denotaremos por A ~¢ B, si se
puede pasar de una a otra por medio de una sucesién de transformaciones elementales de filas.
Puesto que evidentemente el proceso inverso de una transformacién elemental es otra trans-
formacién elemental, es facil ver que ser equivalentes por filas es una relacién de equivalencia,
esto es:

LEMA

Para cualesquiera matrices A, By C en My, xn(K), se verifica:
1.A ~f A.
2.A~f B+ B~y A
3.SiA~y By B~y C, entonces A ~¢ C.

El siguiente resultado técnico nos sera de gran utilidad:

LEMA

Sean A y B dos matrices escalonadas reducidas por filas. Si A y B son equivalentes por
filas, entonces A = B.

DEMOSTRACION. Veamoslo por induccion sobre el niimero de columnas n.
Para n = 1, si A = 0 entonces siendo Ay B equivalentes por filas ha de ser forzosamente B = 0.
Si A, B # 0, siendo escalonadas han de ser necesariamente:

Supongamos ahora que el enunciado es cierto para n — 1 y comprobémoslo para n. Llamemos
Ay y By alas matrices que se obtienen de Ay B eliminando la ultima columna. Por ser A ~¢ B
se tiene que A, ~¢ B, y aplicando la hipétesis de induccion se obtiene que A; = B;. Queda
comprobar que también las dltimas columnas de A y B son iguales. Pueden darse dos casos,
que la dltima columna de A contenga un pivote 1, en cuyo caso los restantes elementos han de
ser cero, por ser A escalonada reducida:

0
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En este caso, es ficil ver que también B ha de tener un pivote 1 en la misma posicion y por tanto
estas ultimas columnas de A y B son iguales. Si las tltimas columnas de A y B no contienen
ningun pivote, entonces A y B tienen el mismo niimero de pivotes, r, y situados en idénticas
posiciones (estan todos en A; = B)) de las r primeras filas. Ademads, en la dltima columna de
cada matriz s6lo pueden aparecer elementos distintos de cero en las filas correspondientes a
pivotes, esto es, las r primeras, asi que seran de la forma:

Qan by,
arn 5 bm
0 0

Puesto que B se obtiene de A por transformaciones elementales de filas, cada fila no nula de B
serd igual a una suma de las filas no nulas de A multiplicada cada una por un escalar; para cada
1<i<r

b; = k101j+"'+krarj ji=1,...,n 2.1

Si j; es la columna en la que aparece el pivote de la fila i, entonces todos los elementos en ella
son cero excepto a;j, = by;, = 1y por tanto de la relacién anterior queda

1=bj, = kO+ - +kl+-- +kO

con lo que k; = 1. Por otra parte, para las columnas j # j; en las que hay un pivote, digamos en
la posicién Jj, éste es el iinico elemento no nulo y entonces
0=bj = kO+---+kl+---+kO0

por tanto k; = 0 para todo I # i.
Sustituyendo en (2.1) se obtiene: a;, = b;,, para cada i y tenemos el resultado. O

TEOREMA

Cada matriz es equivalente por filas a una tinica matriz escalonada reducida por filas. ‘

DEMOSTRACION. Veamos un método explicito para obtener, por medio de transformaciones ele-
mentales de filas, una matriz escalonada reducida:

Paso 1. Se lleva al primer lugar una fila con primer coeficiente no nulo (si todos son cero, se
considera el segundo coeficiente y asi sucesivamente).

Paso 2. Si esta primera fila tiene pivote a, se multiplica por % de forma que se obtenga pivote 1.
Paso 3. A cada una de las restantes filas se le hace 0 el primer coeficiente sumandole la primera
multiplicada por el escalar conveniente.

Ahora, se deja fija la primera fila y se aplican los pasos 1, 2 y 3 para las restantes filas con el
siguiente coeficiente, y asi sucesivamente hasta conseguir una matriz escalonada.

Finalmente, con el pivote 1 de cada fila no nula se hace 0 el término correspondiente de todas
las anteriores, con lo que la matriz resultante serd escalonada reducida.

La unicidad se obtiene del Lema anterior: si A es equivalente por filas a dos matrices escalona-
das reducidas H) y H,, entonces H) y H, son equivalentes por filas y entonces H, = H,.O

Dada una matriz A € My« n(K), llamaremos forma normal de Hermite por filas (o forma es-
calonada reducida por filas) de A a la inica matriz escalonada reducida por filas que se obtiene
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de A por transformaciones elementales de filas. De forma similar se define la forma normal de
Hermite por columnas de una matriz, y se prueba su existencia y unicidad. Observemos que
aunque la forma de Hermite es tinica, se puede llegar a ella por diversos caminos sin necesidad
de seguir exactamente el algoritmo anterior (ver ejemplo 9).

2.5. Rango de una matriz

Dada una matriz A € My, »(K), lamaremos rango de A y lo denotaremos por rg(A) al nime-
ro de filas no nulas de su forma normal de Hermite por filas (o lo que es igual: el nimero de
pivotes).

PROPOSICION

Si A es de orden m x n, entonces rg(A) < min{m, n}.

DEMOSTRACION. Evidentemente, por su propia definicion, el rango de A es menor o igual al
numero de filas de A. Por otra parte, si rg(A) = r entonces en cada una de las r filas no nulas
de su forma de Hermite habra un 1 como término lider, con lo cual H (y en consecuencia A)
habra de tener al menos r columnas, es decir: rg(A) < n.O

Ejemplo 9. Consideremos la matriz:

3 6 -5 0
A={|1 1 2 9
2 4 -3 1

Entonces:

3 6 -5 0 11 2 9 11 2 9

11 2 9)~|3 =5 0]~ [0 3 —-11 -27)~y

2 4 -3 1 2 4 -3 1 2 4 -3 1
11 2 9 11 2 9 11 2 9
0 3 —11 -27)~ |0 2 -7 -17)~pf0 1 -3 |~
02 -7 -17 0 3 -11 -27 0 3 -11 -27
11 2 9 11 2 9 10 4 3

7 17 7 17 7
0 1 =z =F )~ |0 -3 —F)~|0 1} -3 % |~
00 —3 -3 00 1 3 00 1 3
1 1

Luego la forma normal de Hermite por filas de A es:

1 0 01
H={[{0 1 0 2
0 01 3

yelrangode A es 3.
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Notemos que para calcular el rango de una matriz A no es necesario calcular su forma normal
de Hermite, sino que es suficiente llegar a una matriz escalonada equivalente por filas con 4, ya
que en el proceso de pasar de una matriz escalonada a una escalonada reducida no cambia el
nimero de filas no nulas.

2.6. Matrices y sistemas de ecuaciones

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

anxy+---+apXn = b
azxy + -+ Gzpxn

I
N

llamaremos matriz de coeficientes del sistema a la matriz de orden m x n:

ap) a2 N Qin

a G2 ... Q2
A=

ami Qm2 .. amn

y llamaremos matriz ampliada del sistema a la matriz de orden m x (n + 1):

ay a2 ... an b

a ap ... ay; b
(A|B) =

ami am? e amn bm

Ejempio 10. Elsistema

2x +3y +4z = 0
x +2y = 6
3y +5z = 1
tiene matriz de coeficientes y matriz ampliada:
2 3 4 2 3 40
A=|1 2 0], (AB)=|1 2 0 6
0 3 5 0 3 51

El siguiente resultado resume el método de Gauss-Jordan:

PROPOSICION

Dado un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada (A|B), si H es la forma nor-
mal de Hermite por filas de (A|B), entonces el sistema cuya matriz ampliada es H es un
sistema escalonado reducido equivalente al de partida.

i

|

- condaa — 3|

DEMOSTRACION. Puesto que la forma de Hermite por filas H se obtiene de (A| B) por transforma-
ciones elementales de filas, bastara probar que las transformaciones elementales no afectan ala
solucién general del sistema. Ahora bien, si aplicamos una transformacién elemental de primer
tipo, lo que estamos haciendo es intercambiar dos ecuaciones; si la transformacién elemental
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24 |. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

es de tipo II, estaremos multiplicando una ecuacién por un escalar no nulo y finalmente si es
de tipo III lo que haremos serd sumar a una ecuacién, otra multiplicada por un escalar. Como
vimos en la seccion anterior, estas transformaciones proporcionan sistemas equivalentes al de
partida. O

Ejemplo 11. Elsistema

3x+6y—-5z = 0
xX+y+2z = 9
2x+4y—-3z = 1
tiene matriz ampliada
36 -5 0
(ABBy=|1 1 2 9
2 4 -3 1

cuya forma normal de Hermite es (la calculamos en el ejemplo 9):

1 0 0 1
H=1|0 1 0 2
0 0 1 3

Asi pues, el sistema de partida es equivalente (tiene las mismas soluciones) al sistema

X = 1

y =
z = i3

que evidentemente es compatible determinado con solucion tinica:x =1,y = 2,z = 3.

TEOREMA (Teorema de Rouché-Frobenius)

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas con matriz de coeficientes A
y matriz ampliada (A|B) se verifica:

1. El sistema es compatible si, y solo si, rg(A) = rg(A|B).

2. Elsistema es compatible determinado si, y solo si, rg(A) = rg(A|B) = n.

DEMOSTRACION. Sea H la forma de Hermite por filas de (A|B), entonces la forma de Hermite
de A seré la matriz H' que se obtiene de H eliminando la dltima columna. Como ya sabemos
el sistema es compatible si, y sélo si, en su forma escalonada reducida no aparece la ecuacién
0 = bcon b # 0, es decir si H' y H tienen el mismo niimero de filas no nulas o equivalentemente
si rg(A) = rg(A|B).

Ahora, si rg(A) = rg(A|B) = r entonces existen r incognitas principales, y el sistema sera com-
patible determinado si, y s6lo si, todas las incégnitas son principales, es decir, cuando r = n.
O
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3. Operaciones con matrices

Las matrices, que hemos usado hasta ahora para los sistemas de ecuaciones lineales, tienen
ademads otras muchas aplicaciones como se vera mds adelante. En esta seccion estudiaremos la
aritmética de matrices.

3.1. Suma de matrices

Dadas dos matrices de igual orden m x n, A = (a;); j y B = (b;j); j, se define su suma como la
matriz de orden también m x n dada por:

a1 + by aps + by al,.+b1,,

a1 +by ap+bn ... ay+ by
A+B=(a,‘j+b,'j),',j= . . .

am +bm AGm2+bme ... Gmn+ bmn

Esto es, la suma de las matrices Ay B es la matriz que en la posicién ij tiene al elemento a;; +
b;;, suma de los correspondientes elementos de A y B. Nétese que la suma de matrices sélo
estd definida para matrices de igual orden.

Ejemplo 12.

@26 3)

Esta operacién verifica las siguientes propiedades:

Il
TN
w N
D >
N——"

Propiedades de la suma de matrices

(Mmxn(K),+) es un grupo abeliano. Esto es, la suma de matrices verifica las propieda-
des:

Asociativa: A+ (B+ C) = (A+ B) + C; VYA,B,C € Mmxn(K).
Conmutativa: A+ B= B+ A; VA, B,€ Muxn(K).

/ A4+0=0+A=A; VA€ :’Jt,n X ”(_")

Elemento neutro: 30 € M, »(K) /

Elementos simétricos: VA € Myuxp(K); 3 — A € Mmxn(K) / A+ (—A) = }
(=A)+A=0. ‘
|
|

DEMOSTRACION. Pongamos A = (a;); j, B = (by);j, C = (c;j); j- Entonces:

1LA+(B+C) = (a,:,'),"j + (bij + Cij)i,j = (a,~,~ + [b,'j + Cij])i,j = ([a,, + bij] + Cij)i,j = (a,-j + bij)i,j +
(cl:i)i.j =(A+B)+C.

2.A+ B = (a;j + byj);j = (bij + ajj)ij = B+ A.

3. Considerando la matriz 0 = (0); ; (la matriz enteramente formada por ceros) se tiene: A+0 =
(@ij)i,j+ (0)ij = (@i + 0)i,j = (ay)ij = A

4. Considerando ahora —A = (—a;;); j, se tiene: A + (—A) = (a; + [—ay]); j = (0);; = 0.0
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26 I. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

3.2. Producto de un escalar por una matriz

Dada una matriz A = (a;j); j € Mmxn(K) y dado un escalar « € K, se define su producto como
la matriz de orden m x n

adg) adyip ... ad)p

ady) (67777 ces adyn
aA = Aa = (aaij),-‘j =

alm Q2 ... Cdmn

Ejemplo 13. Si consideramos la matriz:

1 0 5
A=1|3 5 -1
21 0

2 0 10 05 0 -25
2A=[6 10 -2|; (-05A=|-15 -25 05
4 2 0 -1 -05 0

entonces:

Propiedades del producto por escalares
El producto de un escalar por una matriz verifica las siguientes propiedades:

Distributiva respecto de la suma de escalares:
(a+ B)A = aA + BA; Va,B € K; VA € Mmxn(K).

Distributiva respecto de la suma de matrices:
a(A+ B) = aA+ aB; Ya €K; VA, B € Mpmxn(K).

Pseudoasociativa: (o3)A = a(BA); Va,B € K; VA € Mpyun(K).
Leyde idel'ltldad: 1A= A; VA € mmx n(K).

DEMOSTRACION. Pongamos A = (@jj)i j» B = (byj); - Entonces:

L [a+BlA = [a+B)(ay)i; = ([a+ PBlay)ij = ([cay] + [Bay))ij = (aay);j+ (Bayj)ij = aA+ BA.
2.a(A+B) = a(a,-j+b,‘j),~’j = (a[a,-j+b,-j]),-,j = ([aaij]+[ab,j]),»_j = (aaij),-,j+(ab,~j),~,j = aA+aB.
3. (aB)A = ([aflay)ij = (a[Bay))ij = a(Bay)ij = a(BA).

4. 1A = (la,vj)iJ = (a,-j),-,j = A0l

3.3. Producto de matrices

Dadas matrices Ay B en las siguientes condiciones:
A= (aGjr)ik € Mmxp(K) (mfilasy p columnas)

B = (byj)k.j € Mpxn(K) (pfilas y n columnas)
se define su producto como la matriz

AB = (cjj)i,j € Mmxn(K) (m filasy n columnas)
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1.3 Operaciones con matrices 27

donde:

4
Cij = Z a,-kbkj = aj blj + a,'gsz +---+ a,-,,bpj
k=1
Asi pues, el producto de dos matrices Ay B s6lo esta definido cuando el niimero de columnas
de A es igual al nimero de filas de By, en tal caso, la matriz producto resultante tiene tantas filas
como Ay tantas columnas como B. Gréficamente:

A . B = C
mxp pxn mxn

El elemento ¢;; que ocupa el lugar i, j en AB se obtiene a partir de la fila i-ésima de A y la columna
Jj-ésima de B (que han de tener igual niimero de elementos, en este caso p)

a --- ap ar ... Cj ... AQn
: : b“ b]j oo QIn : . .
: o = e R
: : bpy ... | by | ... bpn : : :
Qmi ... Qmp Cm - ij ... Cmn

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 14. Consideremos el producto

2 3 1 01 1 2
01 2 3 501
01 2 3
en este caso:
A . B = o
2x3 3x4 2x4

luego el producto estd definido y el resultado serd una matriz de orden 2 x 4. Denotando a la
matriz producto por:
(Cll G2 3 014)
€1 C2 C3 C24
el elemento c)) se obtiene de la primera fila de A y la primera columna de B:

I

Asi pues

c1=2-04+3-3+1-0=9
de igual forma:

c2=2-1+3-5+1-1=18
Y calculdndolos todos de esta forma se obtiene:

0 2

11
(2 3 1) (9 18 4 10)
350 1|=
01 2 (0 i 3) 3 7 4 7
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Propiedades del producto de matrices
El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:

1. A(BC) = (AB)C siempre que tenga sentido.

2. Dada A € Mmxn(K), se verifica InA = A; Al = A.
3. A(B+ C) = AB + AC siempre que tenga sentido.

4. (A+ B)C = AC + BC siempre que tenga sentido.

5. a(AB) = (aA)B siempre que tenga sentido.

DEMOSTRACION. Pongamos A = (@) ik, B = (bi)k,1, C = (cj),j- Entonces:
1. A(BC) = ()i k(X bracy)kj = Sk axk[zlbklclj])u (k.1 @ikbricyy)ij =

(C Ik @irbrley))ij = (i @ibia)ii(cy)rj = (AB)C.
2. Poniendo Im = (0k;)k,» €l elemento que ocupa el lugar kj en InAes

D Okitij = Sp@yj + - + Opk@i + - - + Skmmj = g
1

y por tanto ImA = A. La otra igualdad se prueba de forma similar.
3. A(B+C) = (aik)i k(bjtci)kj = Xk @ik[brjteij))ij = (Cilanbij+aicc))ij = (i @ixbijl+
ok aikckj])tj 2k Qjkbyj)ij + Xk ajkCyj)ij = AB + AC.
4. La demostracion es enteramente similar a la anterior.
5. (aA)B = (k)i k(bij)k,j = (X klaaix]bij)ij = (g a@ixbyj)ij = (o[ aicby)ij =
(X g aikbyj)ij = «(AB). O

En el conjunto 9M,(K) de las matrices cuadradas de orden n, el producto de matrices es una
operacion interna y en vista de lo anterior se tiene:

TEOREMA

(Mp(K), +,-) es un anillo, no conmutativo sin > 1.

El siguiente ejemplo sirve como prueba de la no conmutatividad del producto de matrices:

Ejemplo 15. Para las matrices A y B dadas por:

1 -1 1 1 2 3
A=|-3 2 -1| B=|2 4
-2 1 0 1 2

0 0 0 -1 6 -1
AB=|0 0 0| BA=|-22 12 -2
0 0 0 -11 6 -1

w

se verifica:
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1.3 Operaciones con matrices 29

3.4. Division de una matriz en bloques

Dada una matriz A de orden m x n podemos considerar las submatrices de A, A formada por
las r primeras filas de A y A; formada por el resto de las filas de A. Esta divisién puede expresarse
mediante una linea horizontal después de la fila r

a; a2 - Ain

A= arl ar e arn
r+1,1 Gr+12 --- Gril,n

am am2 N aAmn

o bien escribiendo
_ (A
A= ( A )

donde A puede verse como una matriz de orden 2 x 1 cuyos elementos son a su vez matrices
a las que llamaremos bloques. La divisién puede hacerse también con lineas verticales, y los
bloques quedan organizados en filas y columnas. Entonces a los bloques se les designa por la
misma letra maytscula que a la matriz que se divide afectada de dos subindices: el primero
indica la fila (de bloques) y el segundo la columna (de bloques) donde se sitiia el bloque. Se
escribira

A= (Ayj)ij

Ejemplo 16. Consideramos la matriz de orden 3 x 3

1 21
A= 2 1|1
1 0f1

que se ha dividido mediante una linea vertical y otra horizontal. Si llamamos

1 2 1
A = (2 1) A = (1)

Ay = (l 0) Axp = (l)
entonces A es la matriz2 x 2 por bloques

An | A2 )
A=
( A2y | Az

Como hemos visto en este ejemplo, los bloques que aparecen al dividir una matriz no tienen
que ser del mismo orden, sélo es imprescindible que compongan la matriz A.

3.5. Producto por bloques

Supongamos ahora que A € Mmxn(K) se ha dividido en bloques de manera que resulta una
matriz fila por bloques con k columnas

A=(A 4] [A) © ITES-Paraninfo
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yque B € M, s(K) es una matriz columna por bloques con k filas

By
entonces podemos plantearnos cémo calcular AB € 9, s(K) utilizando los bloques como
elementos de A y B. Si empleamos el método usual seria:

AB = (z{.;,A,-B,-)
Pero esto requiere:

= que A;B; pueda calcularse, o sea, que el niimero de columnas de A; coincida con el niimero
de filas de B;. Esto ocurre cuando las divisiones en las columnas de A aparecen al mismo
tiempo que en las filas de B;

= que todas las matrices A;B; tengan el mismo orden que AB; pero si la condicién del apar-
tado anterior ocurre, entonces si A; es de orden m x I, B; es de orden [ x sy por tanto
A,B, € thxs(K).

Asi que la tnica condicién que necesitamos puede enunciarse de la siguiente forma: “Si una
linea separa las columnas r y r + 1 de A, entonces una linea separa las filas ry r + 1 de By
viceversa”.

PROPOSICION

Si la condicién anterior ocurre en la division por bloques de A y B, entonces

AB = (zf.;,A,-B,-)

DEMOSTRACION. La demostracion puede reducirse al caso k = 2 y repetir el razonamiento las
veces necesarias. Tenemos que probar

(A | A )(%) = (A1B) + A:By)

Calculamos el elemento en la posicion ij de AB:
Cij = a,-lblj R a,-,,b,,j

y si la divisién ocurre entre las columnas ry r + 1 de A (y por tanto entre las filas ry r + 1 de B)
escribimos

Cij = (@nbyj+ - - + Girbyy) + (@i r41bry1 j+ - - + Ginbyj) = dij + [
donde
dij = apbyj+ -+ aj by
es el producto de la fila i de A; con la columna jde B, y
fij = @iri1bryrj+ - + Ginbpj

es el producto de la fila i de A, y la columna j de B,. Asi los elementos en cada posicion de ABy
(AyB; + A2B;) son idénticos. [J
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Ejemplo 17. Tomemos
1 21
A= (AlA) = ( 0 1 ‘2 )
y
0 1
- (4)- (L
-1 1
Calculamos
1 2\/0 1 2 3
Ak = (0 1) (1 1) - (1 1)
1 -1 1
wm= (o) 0= (5 o)
Luego
2 3 -1 1 1 4
AB = (AB| + A2B;) = (l l) + (_2 2) “\=1 3)
PROPOSICION
| Sean A = (Ay)ix y B = (Byj)i; matrices que pueden multiplicarse y cuya division por

| bloques verifica la condicién “Si una linea separa las columnas r y r + 1 de A, entonces

una linea separa las filas r y r + 1 de B y viceversa”.
Se verifica
AB = (Cy), con Cjj = AyByj
k

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que dada una divisién en A
- (A
4= ( A )
_( AB
= (27)

entonces

y aplicar la proposicién anterior a las matrices fila por bloques A, y A;. Pero esa afirmacién es

evidente. O

Ejemplo 18. E! producto por bloques de dos matrices suele usarse cuando en ellas aparecen
blogues compuestos enteramente por ceros (es decir, submatrices 0). Por ejemplo, si A es una

matriz diagonal por bloques:
-1 1 0 0
A= A | O _ 0 -1/0 0
- 0 [An / 0 01 1
0 1
Tomando
-1 1
_f B\ _ 0 -1
B‘( A )‘ 10
0 1
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entonces
1 -2
AB — ( A By + 0L > _ ( A By ) =z 0 1
0By + A2l A 1 1
0 1

3.6. Matriz traspuesta

Dada una matriz A = (a;j); j € Mmxn(K), llamaremos matriz traspuesta de A a la matriz Al =
(@jj)j,i- Esto es, si A es la matriz

ay a2 ... Aan
a ap ... @@p
A= . i . . de orden m x n.
aml am il & amn
entonces A’ es la matriz
ayy (773 - ami
; ayp ap ... am
A = ] i . J de orden n x m.
aygn, @n ... amn

cuyas filas son las columnas de A.

1 2 3 1 4 7
SiA=|4 5 6] entoncesA'=2 5 8
7 8 9 3 6

Propiedades de la trasposicion de matrices

Ejemplo 19.

©

La trasposicion de matrices verifica las siguientes propiedades:
1. (A+ B)! = A" + B'; VA, B € Mmxn(K).
2. (AB)' = B'A"; VA € Mmxp(K); VB € Mpxn(K).

3 (aA)' =aA"; VaeK; VYA€ Mmxn(K).

DEMOSTRACION. Pongamos A = (a;j); j, B = (b;j); j, entonces:

1. (A+ B)" = [(a; + by)ijl" = (@ + by)ji = (@;)j,i + (by)j,i = B' + A".

2. B'A" = (byy)j k(@) k,i = (i brjaix)j,i = (Zx @ixbig)ji = (i @icbij)ijl’ = (AB)".
3. (aA)" = [(aay)ijl' = (aay)ji = a(ay)ji = aA".O

Notemos que puesto que las filas de A’ son las columnas de A, es evidente que la matriz A es
escalonada reducida por columnas si, y sélo si, A lo es por filas. Ademads, dos matrices Ay B
serdn equivalentes por columnas si, y s6lo si, sus traspuestas son equivalentes por filas.
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Dada una matriz cuadrada A se dice que A es simétrica si A’ = A, es decir si para cada i, j se

tiene a;; = aj;.
1 2 3
2 5
3 7

1
2
3

no es simétrica, puesto que a3 = 4 # 3 = az;

Ejemplo 20. La matriz

(S0 M)

es simétrica, mientras que la matriz

()3 \C I \V )
RELIS
SN—

Se dice que A es antisimétrica si A’ = —A, esto es, si para cada i, j se verifica ajj = —aj;. Notese
que esto implica en particular que para cada i se verifica a;; = —a;; y por tanto, siK = R 6 C se
obtiene a; = 0, es decir, en una matriz antisimétrica los elementos de la diagonal principal son

todos cero.
0 2 3
A=|-2 0 5
-3 -5 0
0 -2 -3
Al=|2 0 -5]=-4
3 5 0

3.7. Propiedades del rango y de la traza

En este epigrafe estudiaremos el comportamiento del rango y la traza respecto de las operacio-
nes con matrices.

Ejemplo 21. La matriz

es antisimétrica, puesto que

PROPOSICION

Sean A 'y B matrices de orden m x n, entonces:

[rg(A) — rg(B)| < rg(A+ B) < rg(A) + rg(B)

rg(kA) = rg(A); VO # k¢

DEMOSTRACION. La segunda afirmacién es evidente, puesto que kA se obtiene de A por trans-
formaciones elementales, multiplicando cada una de sus filas por k y en consecuencia Ay kA
tienen igual forma de Hermite por filas.

Veamos ahora que rg(A + B) < rg(A) + rg(B).

Consideremos la matriz (‘%ﬁ) que se obtiene aniadiendo a A + B, m filas de ceros; evidente-

mente
s+ ) - g (252) <ig (L12)
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«(%52) ()

puesto que (ﬁ) puede obtenerse de (A—*g’l—; ) por transformaciones elementales de filas. Y por
ultimo

Ademas

8 (%) < rg(A) + rg(B)
ya que si rg(A) = r, rg(B) = sy las formas de Hermite por filas de Ay B son H, y H, respectiva-
mente, entonces (ﬁ) es equivalente por filas a la matriz (g;) que tiene solo r+ s filas no nulas.
Veamos ahora que rg(A + B) > |rg(A) — rg(B)|.
Puesto que A = (A + B) + (—B), aplicando lo anterior se obtiene
rg(A) < rg(A+ B) + rg(—B) = rg(A+ B) + rg(B)

y por tanto rg(A + B) > rg(A) — rg(B). De igual forma rg(A + B) > rg(B) — rg(A) y por consi-
guiente rg(A+ B) > |rg(A) — rg(B)|.O

PROPOSICION
Dadas dos matrices cuadradas A, B € My (K), se verifica:

tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

tr(kA) = k tr(A); VkeK

DEMOSTRACION. Los elementos en la diagonal de A + Bson ay; + byy,. .., ann + bpn. Por tanto
tr(A+ B) = (a1 + b)) +- -+ (@nn+ bnn) = (@11 + - - -+ @nn) + (b1 + - - - + bnn) = tr(A) + tr(B)
De igual forma: tr(kA) = kay) + - - - + kann = k(ay) + - - - + ann) = ktr(A).O

PROPOSICION
Dadas dos matrices cuadradas A, B € M, (K), se verifica:

tr(AB) = tr(BA)

DEMOSTRACION. Notemos C = AB. Los elementos de la diagonal de C son:

cp = anby+---+ apby
can = ambip+ -+ annbpn
y por tanto
n n
tr(AB) = Z Cii = Z a,-jbj,-.
i=1 ij=1
De igual forma:

n
tr(BA) = Z b,:,'aji
ij=1
y por tanto tr(AB) = tr(BA).O
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4. Matrices regulares

4.1. Matrices elementales

Veremos ahora cémo aplicar transformaciones elementales a una matriz puede ser visto como
el resultado de multiplicar la matriz por ciertas matrices.
Llamaremos matrices elementales de orden »n a las matrices resultantes de aplicar una (y sélo
una) transformacion elemental por filas a la matriz identidad de orden n. Puesto que hay tres
tipos de transformaciones elementales, existirin también tres tipos de matrices elementales,
que seran de la forma:
Matrices elementales de tipo I:
Denotaremos Ej; a la matriz que se obtiene de la identidad intercambiando las filas i-ésima y
J-ésima, esto es:

(1 \

\ 1)
Matrices elementales de tipo II:
Denotaremos E;(k) a la matriz que se obtiene de la identidad multiplicando por k # 0 los ele-
mentos de la fila i-ésima:

Matrices elementales de tipo III:
Denotaremos E;j(k) a la matriz que se obtiene de la identidad sumando a la fila i-ésima la fila
Jj-ésima multiplicada por k:

Ejj(k) = 1

1

Notemos que las matrices elementales se pueden obtener también aplicando a la identidad
transformaciones elementales de columnas. De hecho si en la matriz identidad se intercam-
bian las columnas i-ésima y j-ésima se obtiene la misma matriz Ej;, si se multiplica por k la
columna i-ésima se obtiene E;(k) y por ultimo E;;(k) puede obtenerse de la identidad sumando
ala columna j-ésima la i-ésima multiplicada por el escalar k.
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Ejemplo 22. En M4(R) se tiene:

001 0 1 000 1 00 0
01 0 0100 01 0 3
Ba=17 9 0 of B@=10 0 2 o] 2O®=g 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Célculos rutinarios nos proporcionan el siguiente resultado:

PROPOSICION

Sea A una matriz de orden m x n y sean E y F matrices elementales de 6rdenes m y n
respectivamente. Entonces:

(1) EA es la matriz que se obtiene de A aplicando a sus filas la misma transformacion
elemental con la que se obtiene E a partir de la identidad.

(2) AF es la matriz que se obtiene de A aplicando a sus columnas la misma transforma-
cion elemental con la que se obtiene F a partir de la identidad.

En consecuencia se obtiene:

COROLARIO

Sea A € Mmxn(K) y sean H la forma normal de Hermite por filas de A y C la forma de
Hermite por columnas de A. Entonces:
1. H = EyEj_, - - - E; A para algunas matrices elementales E, E, . . . E;. de orden m.
2. C = AR F, - - - Fs para algunas matrices elementales F,, F>, . . . , Fs de orden n.

4.2. Matriz inversa. Matrices regulares

Dadas A, B € My(K) se dice que B es matriz inversa de A si AB = BA = Ij.
Esta claro que no toda matriz cuadrada tiene inversa, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 23. La matriz
1 0
(o o)
no puede tener inversa, puesto que al multiplicar A por cualquier otra matriz cuadrada de

orden 2 se tiene:
1 0\fa b\ (a b
0 0 c d) \0 0

que en ningtin caso puede ser la identidad.

Diremos que la matriz A es invertible si existe una matriz inversa de A.

LEMA

Una matriz invertible A € 9 »(K) tiene una tinica inversa.
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DEMOSTRACION. Si A tuviese dos inversas By C, entonces AB= BA=IyAC = CA = I,conlo
cual: B= BI = B(AC) = (BA)C=IC = C.O

Dada una matriz invertible A € Mn(K), a la inversa de A la denotaremos por A™!.

Ejemplo 24. La matriz
es invertible y su inversa es

ya que:

(56 2)-6 )

] PROPOSICION
‘ Dadas A, B € M,(K) se verifica:

1. Si Ay B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB) " = B~ 14-1,
2. SiA,..., An son invertibles, entonces A, ---An es invertible y (A, ---An)”' =
AptATL

3. Si A invertible, entonces A" es invertible y (A")~

DEMOSTRACION.

1.Si Ay Bson mverubles, entonces: (AB)(B~!A™!) = A(BB"HA™! = AIA™! = 247! = =1y
(B‘IA l)(AB) B Y(A"'A)B= B~'IB = B~!B = I conlo que AB es invertible y su inversa es
B'A7!,

2. Se obtiene facilmente por induccién a partir de (1).
3.Si A esinvertible, entonces: A/(A™!)! = (A7!A) = I' = Iy (A"")!A' = (AA" 1) = ' = I con
lo que A’ es invertible y su inversa es (A~!)!. 0

LEMA

Cada matriz elemental es invertible y su inversa es otra matriz elemental.

DEMOSTRACION. Usando la Proposicién de 4.1, es evidente que Ej;E;; = I, con lo que E,.]‘. 1= Ej;
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y de igual forma (E;(k)) ™' = Ej(3) y (Ejj(k)) ™" = Ej(—k).O

TEOREMA
Para una matriz cuadrada A € M (KK), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A esinvertible.

(b) A esregular a derecha (esto es, BA =0 = B = 0).
(b’) A es regular a izquierda (esto es, AB=0=— B =0).
(c) rg(A) =n.

(d) La forma de Hermite por filas de A es la identidad.

(d’) Laforma de Hermite por columnas de A es la identidad.

(e) A esun producto de matrices elementales.

DEMOSTRACION.

(a) = (b): Si A es invertible y BA = 0, entonces multiplicando por A~! queda BAA™! = 047!,
es decir B = 0.

(b) = (c): Supongamos que rg(A) < ny sea H la forma de Hermite por filas de A. Puesto que
rg(A) < n, H tendra su tltima fila compuesta enteramente por ceros, y considerando la matriz:

0o 0 ... 00
0o 0 ... 0O
D=l saa sms sies o wo o
0 0 0 0
0 0 0 1

compuesta enteramente de ceros, salvo un 1 en la posicién dnn, se tiene evidentemente que
DH = 0. Ahora bien, H = Ej. - - - E; A para ciertas matrices elementales E, . . ., Eg, luego:

0 = DH = D(E;- - - E,A) = (DEg - - - E;)A

y tenemos por tanto una matriz B = DEj---E; # 0 de forma que BA = 0 (que B # 0 es
consecuencia de ser Ej. - - - E; invertible y por tanto regular a derecha).

(c) = (d): Si el rango de A es n, entonces la forma normal de Hermite H de A serd una matriz
escalonada reducida, de orden n x n con n pivotes 1 cada uno a la derecha del anterior y por
tanto H no puede ser otra que la identidad.

(d) = (e): Si la forma normal de Hermite de A es la identidad, entonces I = Ej--- E; A para
ciertas matrices elementales E , . . ., E; y entonces A~! = E--- Ej, conlo cual A = Er 1.. E © '
serd un producto de matrices elementales, ya que la inversa de una matriz elemental es también
una matriz elemental.

(e) = (a): Si A es un producto de matrices elementales, entonces A es invertible por ser un
producto de matrices invertibles.

La demostracién de las implicaciones (a) = (b') = (d') = (e) es facil usando que A es inverti-
ble si, y sélo si, A’ es invertible. (I

En virtud del Teorema anterior, a las matrices invertibles las llamaremos también matrices re-
gulares. De una matriz que no sea regular diremos que es singular.
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Aunque en la definicién de matriz inversa se exige AB = I y BA = I, como consecuencia del
Teorema anterior tenemos que es suficiente con una de estas condiciones:

| COROLARIO
i

Sean A, B € M, (K) tales que AB = I, entonces A es invertibley B= A~".

DEMOSTRACION. Comprobemos la condicién (b) del Teorema: que A es regular a derecha. Si
XA = 0, entonces:
X =XI = X(AB) = (XA) B=0B=0

Asi pues A es invertible, y si A~! es su inversa, entonces:

AB=1 = A'AB=A"'1 = B=A""!

4.3. Calculo de la matriz inversa

Otra consecuencia que se obtiene del Teorema de 4.2 es la siguiente:

} COROLARIO

Sea A € My« n(K) ysea H la forma de Hermite por filas de A. Entonces existe una matriz
regular Q € M, (K) de forma que H = QA.

DEMOSTRACION. H se puede expresar como un producto H = Ej. - - - E} Ay entonces basta hacer
Q = Ej - - - E; que sera una matriz regular por el Teorema 4.2. O

La matriz Q del Corolario anterior es facil de calcular: Q = Ey---E; = Ej--- E;I conlo que Q
se obtendra aplicando a la matriz identidad las mismas transformaciones que se le aplican a A
para obtener H. Asi pues, si consideramos la matriz (A|I) resultante de “pegar” A e I, es decir:

ay a2 ... aqp |1 0 ... 0

az) ap ... a, |0 1 0
(Al =

am QG2 ... amn {0 0 ... 1

Entonces cuando, por medio de transformaciones elementales de filas, obtengamos en la parte
izquierda la forma de Hermite por filas H de A, en la parte de la derecha tendremos la matriz Q
buscada.

Ejemplo 25. Consideremos la matriz

A=

Pt
S = N
[LC I \S ]
—O
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Entonces:
12011005(_1) 2 0 1] 100
@An=|(11 2 0{0 1 0 | = 0 -1 2 -1|-1 10
1 02 1/0 01 1 0 2 0 0 1
511201100&(11201 0
G0 g 21 2 1|11 0 | BP0 1 -2 1 -1 0
0 -2 2 0|-1 01 0 -2 2 0|-1 01
12 011 o0 o0 Wf/1 2 0 1| 1 0o o
E(2) 01—211-10)53(_?)(01—2 1| 1 -1 o)
00 -2 2|1 -2 1 00 1 -1|-3 1 -3
5212011005(_210031—22
2@ o010 1] 01 -1 552010 -1] 0 1 -1
001 -1|-3 1 -3 001 -1|-3 1 -}

y la matriz
1 -2 2
Q=| o 1—1)
1 5 .1
2 2
verifica:
1 -2 2 1 201 1 00 3
QA=(0 1-1)(1120):(010-1):}1
-1 1 -} 1 021 001 -1

En el caso de una matriz regular A, su forma de Hermite es la identidad por el Teorema de la
seccion 4.2, con lo que en este caso la matriz Q del Corolario verifica QA = I y por consiguiente
Q = A, Es decir: la forma de Hermite por filas de (A|I) es (I |A~1). Hemos obtenido pues un

método para el clculo de la matriz inversa.

Ejemplo 26. Sea A la matriz:

1 2 3
A= 2 3 4
3 4 6
Entonces:
1 2 3|10 0 1 2 3| 100
En(-2)
Aan=|(2 3 4{o 1 0 |25 (0 -1 —2|-21 0
3 4 6l0 0 1 3 4 6| 00 1
1 2 3| 100 1 2 3/ 1 00
B o 1 2|21 0B P[0o 1 2| 2 -1 0
0 -2 -3[-3 0 1 0 -2 -3|-3 o0 1
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oy (12 3|1 00y, /10 -1|-3 20
2@ o 1 2|2 -1 0 |52 01 2| 2 -1 0
00 1|1 -2 1 00 1] 1 -2 1
1 00/-2 01 1 00[-2 0 1
BOL o 1 20 2 2102501 0 3 -2
00 1| 1 -2 1 00 1| 1 -2 1
yportanto:

4.4. Matrices equivalentes

Recordemos que dos matrices A 'y B son equivalentes por filas y se denota por A ~; B si se
puede pasar de una a otra por transformaciones elementales de filas. De igual forma, se dice
que Ay B son equivalentes por columnas y lo denotaremos por A ~¢ B i B se obtiene de A por
transformaciones elementales de columnas.

Dadas matrices A, B € M n(K), las siguientes afirmaciones son equivalentes: ‘
(a) Ay B son equivalentes por filas. ‘
‘ (b) Ay B tienen igual forma de Hermite por filas. ‘

‘ (c) Existe una matriz regular Q € M ;(K) de forma que B = QA.

DEMOSTRACION. Llamemos H; y H, alas formas de Hermite de Ay Brespectivamente. Entonces
A~f H yB~f H,.

A<M A ~¢ Bsi, y solo si, Hy ~f Hp o equivalentemente si Hy = H; ya que dos matrices
escalonadas reducidas son equivalentes por filas sélo si son iguales.

(@) ¢ (c) A ~f Bsi, y s6lo si, B se obtiene de A por transformaciones elementales de filas o
equivalentemente si existen matrices elementales EF), . .., E de formaque B = E; - - - E Ay esto
es equivalente a que exista una matriz Q regular de forma que B = QA (usando que una matriz
es regular si, y s6lo si, es un producto de matrices elementales). O

Para columnas se obtiene un resultado similar:

|
|
| Dadas matrices A, B € M« n(K), las siguientes afirmaciones son equivalentes: ‘
: \

(a) Ay B son equivalentes por columnas. ‘

| (b) Ay B tienen igual forma de Hermite por columnas.

‘ (c) Existe una matriz regular P € M ,(K) de forma que B = AP. \
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Se dice que dos matrices A y B son equivalentes y se denota A ~ B, si B se puede obtener de A
por transformaciones elementales de filas y columnas. Se tiene asi que dos matrices equivalen-
tes por filas son equivalentes, pero el reciproco no es cierto. De igual forma que en los resultados
anteriores se obtiene:

PROPOSICION

Dos matrices A, B € My, n(K) son equivalentes si, y solamente si, existen matrices regu-
lares Q € M ;y(K), P € Myu(K) de forma que B = QAP.

DEMOSTRACION. Si A ~ Bentonces B se obtiene de A por transformaciones elementales de filas
y columnas, y por tanto B = E;--- EJAE] - -- E; para ciertas matrices elementales E, ..., Eg,
E,...,E;y considerando las matrices regulares Q = Ey.--- E; y P = Ej - - - E| se tiene B = QAP.
Reciprocamente, si B = QAP para ciertas matrices regulares Py Q, entonces puesto que cada
matriz regular es un producto de matrices elementales, podremos escribir Q = E---E;, P =
E| - - - E{, para ciertas matrices elementales Ej, ..., E, E{,..., E{. Asi: B = E--- E|AE| --- E, y
por tanto B se obtiene de A aplicando transformaciones elementales a sus filas y columnas. (]

PROPOSICION
Dada una matriz A € My, n(K), el rango de A es r si, y solamente si, A es equivalente a la

matriz:
Ir |0
00

DEMOSTRACION. Llamemos / a la matriz del enunciado y sea H la forma de Hermite por filas de
A. Si rg(A) = r, entonces H tiene r filas no nulas y aplicandole transformaciones elementales
por columnas obtendremos J ya que el pivote 1 de cada fila nos permitird anular cada elemento
en su fila. Reciprocamente, supongamos que A es equivalente a /, entonces A puede obtenerse
de J aplicando transformaciones elementales de columnas primero y de filas después. El rango
de J es evidentemente r y cualquier matriz que se obtenga de J por transformaciones elemen-
tales de columnas tendra rango r; finalmente, puesto que las transformaciones elementales por
filas no afectan al rango, tendremos rg(A) = r.O

TEOREMA

Dos matrices de igual orden son equivalentes si, y solo si, tienen igual rango.

DEMOSTRACION. Llamemos r = rg(A), s = rg(B), entonces:
I 0\ I 0
~( o) 2~(c o)
Ir 0 Is 0
5o (5 0)~ (o o)

y por tanto:
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y evidentemente estas matrices son equivalentes si, y solamente si, r = 5.0

COROLARIO

|

. . g |

ara cada matriz A € My« n(K) se verifica: |
|

\

|

!
(
\
\
\,

rg(A) = rg(A')

DEMOSTRACION. Llamemos r = rg(A), entonces A es equivalente a la matriz de orden m x n:

(L ©
7= (0 0)
y por tanto existen matrices regulares de forma que / = QAP, de donde se obtiene: J* = P'A'Q*
y puesto que J! es la matriz de orden n x m:

: (I ©
"= (s o)

Notemos que, como consecuencia de este Corolario, se obtiene que el rango de una matriz es
igual también al niimero de columnas no nulas de su forma de Hermite por columnas.

se tiene que rg(A’) = r = rg(A).O

[ PROPOSICION J

} Dadas matrices A € Mmx p(K) y B € Mpx n(K), se verifica: “

\ rg(AB) < min{rg(A), rg(B)}

DEMOSTRACION. Notemos r = rg(A), s = rg(B), y sea H la forma de Hermite por filas de A y
C la forma de Hermite por columnas de B. Entonces existen matrices regulares Q € Mm,(K) y
P € Mn(K) de forma que H = QAy C = BP. Entonces HC = QABP es una matriz equivalente a
ABYy por tanto rg(HC) = rg(AB). Pero HC tiene solo r filas no nulas y s columnas no nulas y por
tanto su rango es menor o igual a min{r, s}. Asi pues, rg(AB) = rg(HC) < min{rg(A), rg(B)}.O
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5. Determinantes

5.1. Determinante de una matriz cuadrada

El concepto de determinante de una matriz cuadrada puede ser definido inductivamente de la
siguiente forma:

Para una matriz cuadrada de orden 1, A = (a,;) se define det(A) = ay,.

Supuesto conocido el valor del determinante de cada matriz de orden n — 1, para una matriz de
orden n:

a a2 ... Qn

azy QG ... Qzp
A=

anl Qn2 ... Qnn

se llama ij-ésimo menor adjunto de A a o; = (1) det(A;j), donde A;; es la matriz que se
obtiene de A eliminando la fila i-ésima y la columna j-ésima y se define el determinante de A
por:

det(A) = anjoq + -+ + amoan (5.1
Esto es: la suma de los elementos de la primera columna de A multiplicado cada uno por su ad-

junto correspondiente. La férmula 5.1 se conoce como desarrollo de Laplace del determinante
de A por su primera columna.

Ejemplo 27. Eldeterminante de la matriz identidad es 1. En efecto, para la identidad de orden
1 es evidente; si suponemos que es cierto para la identidad de orden n— 1, entonces calculamos

det(In) = 11011 + -+ + dmam = lay)
ycomoay) = (—1)!*det(I,_,) = 1 entonces det(In) = 1.

Es también usual denotar al determinante de la matriz A por

a) a2 ... a\n

a) ax ... an
det(A) = | | .

an Qp2 ... ann

Asi, para una matriz cuadrada de orden 2

ay a2

= apna)) + a1a2) = ay) a2 — az14)2
a ax

Mientras que para una matriz de orden 3 se tiene

a) ap a3
a1 G2 a3 = a)a)) + aaz) + aziaz) =
as)y asz2 as3

az a3
azz as3

a2 a3
az; axs

—a ’axz a3
aszz ass

+an |
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= ay1(G22a33 — G32a23) + A1 (A32413 — @12G33) + G31(A12G23 — A22G13) =

= Q)1a22a33 + A13421432 + Q2423431 — Q11423432 — Q12421433 — A13G2243)

Se obtiene asi la conocida regla de Sarrus, que describe de forma gréfica los sumandos positivos
y negativos:

® ©

Ejemplo 28. Las matrices

1 2 3
A=G§)y3=012
21 0

tienen determinante
1 2 1 2 3
det(A) = ‘2 5‘ =1; det(By=10 1 2|=0
21 0

5.2. Propiedades de los determinantes

Nuestro objetivo en este epigrafe sera probar que los determinantes verifican las siguientes pro-
piedades:

Propiedad 1 Si tres matrices cuadradas A, A’ y A” son idénticas salvo en que la i-ésima
fila (o columna) de A es la suma de las filas (o columnas) correspondientes de A’ y
A" entonces: det(A) = det(A’) + det(A"). Esto es:

a)) a2 e an a) a2 ... Qn a) a2 ... an
X1+ X2+y2 ... Xn+yn|=|X X2 ... Xn|+|Nn Y ... ¥n
an) an2 “e ann anl Qp2 ... Qnpn any QQp2 ... Qnn

Propiedad 2 Si una matriz cuadrada A tiene dos filas o columnas iguales, entonces su
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determinante es cero:

an  a Q\n
X1 X Xn
=0
X X2 Xn
Qnl Gn2 Gnn
Propiedad 3 Si se intercambian dos filas o columnas de la matriz A, entonces su determi-
nante cambia de signo:
a  ap ain a a2 a\n
X1 X Xn n Yn
n Jy Yn X X2 ... Xn
anl Qp2 ... Qnn anl Qp2 ... Qnn

Propiedad 4 Si se multiplican los elementos de una fila o columna de la matriz A por un
escalar k, entonces su determinante queda multiplicado por k:

ay a2 ... Qan ay a2 ... Qn
kxl ka n| = k X1 X2 .o Xn
Anl Qp2 ... QGnn any Qp2 ... Qnn

En particular si A tiene una fila de ceros entonces det(A) = 0.

Propiedad 5 Si a una fila o columna de una matriz cuadrada A se le suma otra multipli-

cada por un escalar k, entonces su determinante no varia:

al a2 Qn an a2 Qin
X1 + n x + ky. Xn + kyn X x Xn

noom S N P

an an2 Qnn Qny Gn2 Gnn

Propiedad 6 Una matriz cuadrada A es regular si, y solamente si, det(A) # 0.

Propiedad 7 El determinante de un producto de matrices cuadradas es igual al producto
de sus determinantes: det(AB) = det(A)det(B).
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Propiedad 8 El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: det(A) = det(A").

Propiedad 9 El determinante de una matriz puede obtenerse desarrollando por cual-
quiera de sus filas o columnas:

det(A) = ajoi + -+ + Gjpajp =

ajjogj+ - + Qpjory;.

DEMOSTRACION.

Comenzaremos probando las propiedades referidas a filas:

Propiedad 1.

Hacemos induccion sobre el orden n de la matriz. Para n = 1 la propiedad es evidente. Su-
pongdmosla cierta para n — 1y probémosla para n. Para ello, denotemos por a;;, aﬁ.j y a;} res-
pectivamente, los adjuntos en cada una de las matrices. Entonces:

det(A) = ajyjoqy + - + (51 +y)ap + - + anop

Ahora bien: o;) = aj; = aj] puesto que se elimina la fila i que es la tinica que las matrices

tienen distinta, mientras que para t # i se tiene por hipétesis de induccién que a;; = o}, +afj.
Asi pues

det(A) = ai1(ay +a)) + -+ (X1 + y)ap + - + am(am +am) =

= (anay + -+ X)) + -+ @mam) + (@anal) + -+ yop + - + amay) =
det(A') + det(A")

Propiedades 2 y 3.

Empezaremos probando ambas propiedades para el caso particular de dos filas consecutivas.
Veamos pues que se verifica la propiedad 2’: si una matriz tiene dos filas consecutivas iguales
su determinante es cero.

Lo haremos de nuevo por induccién sobre n. Para n = 2 es evidente, supongamoslo cierto para
n — 1 y probémoslo para n. Si las filas iguales consecutivas son la i-ésima y la i + 1-ésima,
entonces:

det(A) = anag + -+ xja + X141 + -0 + aGmap

Ahora bien, para t # i, i + 1 se tiene por hipétesis de induccién que a,; = (—1)'*!det(A;;) = 0,
puesto que la matriz A, tiene dos filas consecutivas iguales y es de orden n — 1. Por otra parte
Aj = Aj;1,) y entonces, puesto que «;; = (-1)*'det(A;) y iy, = (—l)i+2det(Ai+1,1)y se
tiene que oy} | = —a; y sustituyendo:

det(A) = a0+ -+ xjay + xiajp1) +-- +am0 = xa; — xay =0.

Probemos ahora 3': si se intercambian dos filas consecutivas el determinante cambia de signo.
Esto es consecuencia de la propiedad 1 y lo anterior:

a) ain an Qain an ain an Qin ay Q\n
O L I T N B O (I e Y E TR
X1 +n Xn + Yn X1 Xn n ¥n N Yn X1 Xn

anl e Qnn an) e Qnn an) N Qnn an) e Qnn an1 [N Qnn
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Luego:
a) a2 ... a\n a) a2 ... A\n
X1 X2 e Xn _ _ n ¥y . ¥Yn
N e e Yn X1 X2 cen Xn
an Q2 ... Qnn any QQp2 ... Qnn

Veamos ahora el caso general:

La propiedad 2 la podemos deducir de los pasos anteriores: si A tiene dos filas iguales no ne-
cesariamente consecutivas, podemos aplicar 3’ y haciendo j — 1 cambios de signo ponerlas
consecutivas, con lo cual el determinante es cero por 2'.

En cuanto a la propiedad 3 se deduce de 2 de igual forma a como se dedujo 3’ de 2.
Propiedad 4: De nuevo, por induccion, para el caso n = 1 es evidente. Para el caso n denotemos

por Ay A’ respectivamente a las matrices que aparecen en el enunciado y por o iy ai-j respecti-
vamente, a los menores en ellas. Entonces:

det(A) = apay + -+ kxa; + - + amap

Ahora bien a;; = o], mientras que para t # i se tiene por hipétesis de induccién que oy =
ko, . Por tanto:

det(A) = ay kayy + - + kxjajy + - + amkapy =

k(a1 + -+ xay + - + anam) = kdet(A’)
Propiedad 5: Esta propiedad se deduce ficilmente de las propiedades 1 y 4 anteriores:

a)) a2 ain an a2 ... aln a)) a2 ... ain
x1+ky xo+kp ... xn+kyn Xy X2 ... Xn N Y .- ¥
: : . : = : i : + k : . L=
»n e . Yn n » Yn N » . Yn
any an? ce Qnn anl Qp2 ... Qnn any Qap2 Qnn
ay a2 ... Qapg
X1 X2 cee Xn
y] }'2 e yn
anl Qp2 ... Qnn

Propiedad 6: Notemos primero que de las propiedades 3, 4 y 5 anteriores (aplicadas a la ma-
triz identidad) se deduce que los determinantes de las distintas matrices elementales valen:
det(Ej;) = —1, det(Ei(k)) = k'y det(E;(k)) = 1. Las propiedades 3, 4 y 5 pueden entonces
resumirse en la siguiente: si E es una matriz elemental entonces det(EA) = det(E)det(A). De

aqui se deduce facilmente que, si Fy, . . ., E;. son matrices elementales, entonces det(E - - - EA) =
det(E,) - - - det(Ey)det(A).
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Probemos ahora la propiedad 6. Si A es regular entonces A es un producto de matrices ele-
mentales A = E) --- E; y tenemos det(A) = det(E, ---E;) = det(E,)---det(E;) # 0 por el
comentario anterior. Reciprocamente, si A no es regular, entonces rg(A) < ny en consecuencia
la forma de Hermite por filas H de A tiene al menos una fila de ceros, con lo cual det(H) = 0
por la propiedad 4. Ahora bien H = Ej--- E) A para ciertas matrices elementales E,..., E,
luego 0 = det(H) = det(E,) - - - det(Ey) det(A) y puesto que det(E,) - - - det(E;) # 0 ha de ser
det(A) = 0.

Propiedad 7: Estudiaremos 2 casos:

Caso 1: Si det(A) = 0 6 det(B) = 0 entonces A 6 B es singular, con lo cual AB es singular y por
tanto det(AB) = 0.

Caso 2: Si det(A) # 0y det(B) # 0, entonces A y B son regulares y se expresan por tanto como
producto de matrices elementales A = E; - - - Eg, B= E, - - - E}, con lo cual

det(AB) = det(E,---E E,---E})

det(E,) - - - det(Ey) det(E)) - - - det(E})
det(E, - - - Ey) det(E, - - - E})

det(A) det(B).

Propiedad 8: Distinguimos de nuevo dos casos:

Caso 1: Si det(A) = 0, entonces A es singular, con lo cual A’ es también singular y en consecuen-
cia det(A") = 0.

Caso 2: Si det(A) # 0, entonces A es regular y por tanto es igual a un producto de matrices ele-
mentales, A = E, --- E, con lo cual A* = Ef ... E{ y puesto que para cada matriz elemental E
se tiene det(E') = det(E), obtenemos det(A’) = det(Ef)--- det(E{) = det(Ey)---det(Ey) =
det(A).

Notemos en este momento que usando 8 se deducen las propiedades 1, 2,3, 4y 5 también para
columnas.

Propiedad 9: Es consecuencia de las propiedades 3y 8.0

Veamos un ejemplo de c6mo estas propiedades facilitan el cdlculo de determinantes:

Ejemplo 29. Consideremos la matriz:

1 2 3 4
01 2 4
A=1, 3 4 5
2 01 2
Entonces:
1 23 4 |1 2 3 4] 1 2 3 a4
o124 o 1 2 4|l o 1 2 a
det(A)=15 3 4 5|0 -1 -2 -3=lo -1 —2 _3|=
2012 |2 0 1 2| o -4 -5 -6
1 2 4 1 2 4
=1.]-1 =2 -3/=|0 o 1=—’_14 _25(=E g‘—-s
-4 -5 -6 |-4 -5 —6
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1.5 Determinantes 51

5.3. Matriz inversa y determinantes

Veamos cémo pueden servir los determinantes al calculo de la matriz inversa. Dada una matriz
cuadrada A € Mp(K) llamaremos matriz adjunta de Aalamatriz A* = (a;;); j, esto es, la matriz
que en cada posicién tiene el correspondiente menor adjunto de A.

Ejemplo 30.
1 2 3 2 0 -1
SiA=|2 3 4| entoncesA*=| 0 -3 2
3 4 6 -1 2 -1

_ -
' PROPOSICION
|

Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en I, y sea A* la matriz adjunta
de A, entonces:
'
| AA o= (i("[(/")ln

DEMOSTRACION. Denotemos por C = (c;;); j a la matriz producto AA*', entonces cada elemento
c;j se obtiene de la fila i de Ay la columna j-ésima de A
Cij = apaj + - + Qipajp
Para el caso i = j se obtiene:
Gii = @paj + - + Gipaip = det(A)
puesto que es el desarrollo del determinante de A por la fila i-ésima.

Parai # j:
a) a2 ... ayn
ap a;» e Qin
Cj=apaj+--+ainajp=| . . .. 1 [|=0
a1 ap ... ain
Any Qp2 ... Qnn
(el determinante vale cero al haber dos filas iguales)
Asi pues
det(A) 0 ... 0
. 0 det(A)
AA* = . . = det(A)In
0 0 ... det(A)
a
Como consecuencia se obtiene ahora:
TEOREMA ‘
Si la matriz A € My, (K) es regular, entonces: 1
= 1 o [
| g = —_— ‘
det(A)" 1
4|
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52 |. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

DEMOSTRACION. Puesto que A es regular, se tiene por la propiedad 6 que det(A) # 0y entonces
por el resultado anterior A(aet‘(—A)A*') = I, y por tanto H#A)A*' =A"L.0O

Ejemplo 31. La matriz del ejemplo 30

1 2 3
A=|2 3 4
3 4 6

tiene determinante —1 y por tanto es regular, asi pues

2 0 -1 2 0 1
oL oLy 3 2 )=[0o 3 -2
det(A) -1\0 2 4 1 -2 1

5.4. Rango y determinantes

Veamos ahora como los determinantes nos proporcionan un nuevo método para calcular el
rango de una matriz.

TEOREMA

Sea A € Mmxn(K), entonces el rango de A coincide con el mayor orden de una submatriz
cuadrada regular de A.

DEMOSTRACION. Sea r = rg(A) y sea H la forma de Hermite por filas de A, entonces H contiene
una submatriz regular de orden r (la que contiene a los r pivotes) y puesto que H tiene exacta-
mente r filas no nulas, toda submatriz de H de orden r + 1 es singular. No es dificil comprobar
que esta propiedad se mantiene por transformaciones elementales de filas, con lo cual también
A contiene una submatriz regular de orden r y toda submatriz de orden r + 1 es singular. O

El Teorema anterior proporciona un nuevo método para el célculo del rango de una matriz. Si
A es de orden m x nyllamamos k = min{m, n}, entonces rg(A) < k. Se consideran todas las
submatrices cuadradas de A de orden k, si alguna de ellas tiene determinante no nulo, entonces
rg(A) = k. En caso contrario rg(A) < k — 1y se repite el proceso para submatrices de orden
k — 1y asi sucesivamente. Vedmoslo en un ejemplo:

Ejemplo 32. Consideremos la matriz:

Evidentemente rg(A) < 3, las distintas submatrices cuadradas de A de orden 3 tienen todas
determinante cero:

3 6 5 6 9 3 5 9 6 5 9
1 1 2|{=0; |1 1 4/=0 |1 2 4|=0; 1 2 4=0
1 -2 3 1 -2 7 1 3 7 -2 3 7
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1.5 Determinantes 53

Asi pues rg(A) < 2. Considerando ahora submatrices cuadradas de orden 2 obtenemos una
submatriz con determinante no nulo:

3 6
1 1

0
Luegorg(A) = 2.

El célculo del rango por este método es titil, sobre todo cuando se trata de calcular el rango de
un matriz dependiendo de algiin parimetro en ella y se aplica a la discusién de sistemas de
ecuaciones dependientes de parametros.

5.5. Sistemas de ecuaciones y determinantes. Regla de Cramer

Dado un sistema de ecuaciones:

anxy + -+ aypxn = b
ax)+---+apxn = b
amx) + -+ @mnxXn = bm

Si denotamos por A a la matriz de coeficientes y por X y B a las matrices:

X1 \

X =1 : | Matriz incégnita
Xn
by \

B=| : | Matriz de términos independientes
bn

el sistema podra expresarse matricialmente por
A-X=B

Diremos que se trata de un sistema de Cramer si A es una matriz cuadrada (igual niimero de
ecuaciones que de inc6gnitas) y regular. Todo sistemna de Cramer es compatible determinado
como aplicacién directa del Teorema de Rouché-Frobenius. Veamos un método para resolver
los sistemas de Cramer:

‘ Regla de Cramer

Dado un sistema de Cramer:

[
\ anxy+---+apxn = b
a1 Xy + -+ AapnXn - b

Ap1X) + -+ + QGnnXn bn
la solucién (iinica) del sistema viene dada por:
[}1 a2 dyn }(l|| a2 1)|!

oi 2 £ 8 ., 2 (1 Xn= —| - y % :
det(A) | - - : = (/l’ll/\): : - 4 a

\
1

X1 =
‘ bn ap ... Gnn| lam @p2 ... Dbn|
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54 I. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

DEMOSTRACION. Expresando el sistema matricialmente en la forma A - X = B, puesto que A
es regular, podemos multiplicar ambos términos de la igualdad por A~!, con lo que se obtiene
X = A~!. B. Ahora, usando el cilculo de la inversa por determinantes:

x a1 a2 ... ap b

wl=—l o an o b

i = det(A) 1 2i e ni i

Xn ajgp a2p ... ann bn

Asi, para cada i se tiene:
a ... bl ... QIn
1 b b 1 a) ... bz ... Q2n
X = m( 1@ + -+ + bnay) = det(A)

Qpy ... bn ... am

usandose en la tltima igualdad el desarrollo del determinante por la columna i-ésima. O

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 33. Consideremos el sistema:

2x 4y 4z =1
x +2y +z = 2
x +y +2z = 3

La matriz de coeficientes es:

2 11
A=1(1 2 1
1 1 2

cuyo determinante es det(A) = 4 # 0. Por tanto A es regular y se trata de un sistema de Cramer.
La solucién tinica se calcula por:

1 11
x=%2 2 1=%-(-2)=-%
3 1 2
2 11
y=%l 2 1 %-2:%
1 3 2
2 11
=1l 2 o -1.6-3
1 1 3
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Ejercicios resueltos

Para el siguiente sisterna de ecuaciones lineales se pide: transformar el sistema en un sistema
escalonado, discutirlo y resolver el sistema si tiene solucion.

X —-3x3 = -5
2x; +3x; -—x3 = 7
4x; +5x -2x3 = 10
Resolucion.
El sistema tiene matriz ampliada:
01 -3 -5
(A|B) = 2 3 -1 7
4 5 -2 10
Haciendo transformaciones elementales de filas:
01 -3 -5 0 1 -3 -5 2 3 -1 7
2 3 -1 7 ~f 2 3 -1 7 ~f 0 1 -3 -5 ~f
4 5 -2 10 0o -1 0 —4 0 -1 0 -4
3 17 3 17 3 17
1 3 -2 3 15 -3 3 1 3 -3 3
0 1 -3 -5 ~f 0 1 4 ~f 0 1 4 ~f
0 -1 0 —4 0 1 -3 -5 o o0 -3 -9
13 -3 3 1o -} -3 1 00 -1
0 1 4 ~f 01 0 4 ~f 01 0 4
0 O 1 3 0 0 1 3 0 0 1 3
Asi pues, el sistema de partida es equivalente al sistema:
X1 = -1
X2 = 4
X3 = 3
que es compatible determinado con solucion: x; = —1, x, = 4, x3 = 3. Para terminar, comprobemos el

resultado, viendo si realmente estos valores de x), x, y x3 satisfacen las ecuaciones:

2-(-1)
4-(-1)

+3
+5

4
-4
-4

-3-3
-3
-2-3

-5
7
10

Para el siguiente sistema de ecuaciones lineales se pide: transformar el sistema en un sistema
escalonado, discutirlo y resolver el sistema si tiene solucién.

x +y +2z

y +z

2x +2z
55
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Resolucion.

El sistema tiene matriz ampliada:

1 1
@B=1|0o 111
2 0
Calculemos la forma de Hermite de (A|B):
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 0 1 1
01 11 |~1]0 1 1 1 |~ | O0111]|]~1]0111]|=H
2 0 2 2 0o -2 -2 =2 0 0 0 0 0 0 O

Asi, el sistema de partida es equivalente al sistema escalonado reducido:

x +z = 1
y +z =1
Este sistema es compatible indeterminado, puesto que hay una incégnita libre z que puede tomar cualquier
valor. Las incégnitas principales son x e y, y la solucién general del sistema viene dada por:

x=1-Xy=1-A,2z=2A

Dadas las matrices A, By C, comprobar que AB = AC.

1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 -2
A= 2 1 -3 B=| 2 1 11 C={3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 -1 0

Concluir que la igualdad AB = AC no implica necesariamente B = C.

Resolucidn.
1 -3 2 1 4 1 0 -3 -3 0 1
A-B= 2 1 -3 2 1 1 1 = 1 15 0 -5
4 -3 -1 1 -2 1 2 -3 15 0 -5
1 -3 2 2 1 -1 -2 -3 -3 0 1
A-C= 2 1 -3 3 -2 -1 -1 = 1 15 0 -5
4 -3 -1 2 -5 -1 0 -3 15 0 -5

luego AB = AC a pesar de que B # C. Razonemos el motivo: para niimeros reales de la igualdad ab = ac
con a # 0 se deduce que b = ¢ multiplicando ambos términos de la igualdad por % La diferencia en
el caso de matrices estriba en que no toda matriz no nula tiene inversa. Si A fuese regular, entonces de
AB = AC se podria deducir B = C multiplicando por A~'. Lo que ocurre en el caso que se nos presenta es,
evidentemente, que A no es regular.

Demostrar las siguientes propiedades para una matriz regular A € MM, (R):

. (A7) 1=A
2. (rA)"' = 1A' paracada 0 # r € R.

3. (AP)~! = (A~!)P, siendo p un niimero entero y positivo.
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Resolucidn.

1.AA~! = A~'A = I luego A es inversa de A~ ', es decir, A = (A~1)~ L.

2.(rA) (A7) = rlAA-T = A4~ = Ty (LA-")(rA) = LrA~'A = A~'A = I, luego L A~ es inversa de rA,
esdecir 1A~1 = (rA)~1.

3.AP(A~1)P = A...P)...AA"!...P)... A~ = |, ya que en cada momento queda en el centro el producto
AA~l =L

Probar que si A es una matriz regular, entonces:

1. Asimétrica <= A~! simétrica.
2. A antisimétrica <> A~! antisimétrica.

Resolucidén.

Si A es simétrica, entonces (A~!)! = (A")~! = A~! y por consiguiente, también A~ es simétrica.
Si A es antisimétrica, (A~1)* = (A*)~! = (-A)~! = —A~! y por tanto A~! es antisimétrica.

En ambos casos, el reciproco se obtiene usando que A = (A~')~!.

Probar que el producto de matrices triangulares superiores (resp. inferiores) es una matriz trian-
gular superior (resp. inferior). Deducir una férmula para las potencias de una matriz diagonal.

Resolucion.
Consideremos dos matrices triangulares superiores:
A= (ai)ik € Mn(K), B= (byj)k,j € Mn(K)
entonces
AB = (cjj)ij € Mn(K)
donde
cij = anbij+ apbyj + - -- + aybjj + - - - + aisbij + - - + Ainby;
Sii > j, ¢;j se obtiene de la fila i-ésima de A en la cual los primeros i — 1 elementos son cero y de la columna
J-ésima de B en la cual son cero los tiltimos n — j elementos por ser A y B triangulares superiores. Asi pues:

C,‘j=0~b|j+0'sz-l-"'+0~bjj+"'+¢11,'~0+"'+a,',,-0=0

con lo cual, también C es triangular superior. Para matrices triangulares inferiores se razona de forma en-
teramente similar. Como consecuencia de ambas afirmaciones se obtiene que el producto de dos matrices
diagonales es una matriz diagonal, ya que una matriz es diagonal si es simultineamente triangular superior
y triangular inferior.

Es facil comprobar que si A es una matriz diagonal:

d 0 0
0 d, 0
A= .
0 o dn
entonces las potencias de A se obtienen por:

a& o ... o0

. 0o d ... o

At =1 | . .
0 0 dk
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H.
C.

H, entonces A es equivalente por filas a H y puesto que H es

escalonada reducida por filas, ha de ser H la forma normal de Hermite de A. Asi pues, reduciendo la matriz

(A|I) obtendremos (H|Q):

1. Calcular una matriz regular Q tal que QA
2. Calcular una matriz regular P tal que AP

3. ;Son H y C equivalentes? ;Por qué?

1. Si existe Q regular de forma que QA

Resolucioén.

7. * Dadas las matrices
se pide:

-
¢ T
—
—~
—
—ie=i o= © —_ O O
| |
O = O ~ o ~0
l.?l,zl_z.ﬁ o ~0 0
|
7~ N - oo CQ
.I.OI_.O CoOo O~ N—
—— = D 0 Il
o0 ~0 | | co o m —
S~ N -~
N =oo 9_.101 ey © |
- Qo OO ! ! - ——
— 3_21.21_2]_. N o~ O |
-~ ! !
~ AN o~ N o~
- -0 =~ O OO
| | | — O et -
C QOO ™
com~mo — ~—
O == © ll —
| o=~0oO0 ..
< g ©oo~
e—~o~ —moo° m.. —le—ie—i ©
N E ™™
11_21_21_. 2
oo ~o E
Q
&) 3_21_21_21_.
- m~ O H :
NS——
E ¢ <
~oco oo ] Y )
8 ]
=5
Q
=]
P s
= 2
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2. Ahora hemos de hacer lo mismo pero por columnas; si la forma de Hermite por columnas de A es C,
entonces transformamos (4) en (§):

1 2 1 o0 1 0 0 o0 1 0 0 o0
01 1 -1 0 1 1 -1 0 1 0 o
1 2 -1 2 1 0 -2 2 1 0 -2 2
11 0 1 1 -1 -1 1 1 -1 0 o0
1 0 0 O ‘11T =2 1 o ‘1T -2 1 =2 i
01 o0 o 0 1 0 o0 0 1 -1 1
00 1 0 0 0 1 o o 0 1 o
00 o0 1 o 0 0 1 0 0 o0 1
1 0 0 o 1 0 o0 o0
0 1 0 o0 0 1 o0 o
1 0 1 o0 0 0 1 o
1 -1 0 o0 1 -1 0 o0
1 -2 -% -1 ¢ % -2 -% -1
0o 1 2 0 -3 1 ; 0
0 0 —; 1 ; 0 -1 1
0o 0 o0 1 0o 0 o0 1
luego la matriz:
3 2 _1
g ; 0
P= {
;3 0 -3 1
0o 0 o0 1
verifica AP = C. Comprobémoslo:
1 2 1 0 % -2 —% -1 1 0 0 0
01 1 -1 - 1 1 o0 0 100
AP=11 2 a0 2 ; 0 _§ 1 [Tlo o1 0]|=€
11 0 1 0o 0 0 1 1 -1 0 0

3. Las matrices H y C son equivalentes puesto que ambas tienen rango 3. También puede verse que son
equivalentes por el siguiente razonamiento: de H a A se puede pasar por transformaciones de filas y de
A a C por transformaciones de columnas, luego C puede obtenerse de H por transformaciones de filas y
columnas y por tanto son equivalentes.

Calcular los determinantes de Vandermonde:

1 1
Vs=|la b ¢
@ B
1 1 1 1
a ap as an
Va=|d & & a
a;l—l 'a;—l .a:;z—l ;1:,'_1
Resolucidn.
1 1 1 1 1 1 b—a c—a
Viz=|la b ¢c|=[0 b-a c-a =I - - =
@ # 2 o p-a e-@ IP-% -4

© ITES-Paraninfo
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=(b-a)(? - a?) - (c—a)(V? — a®) = (b-a)(c—a)(c+a)— (c—a)(b—a)b+a)
= (b-a)(c - a)[(c+a)— (b+ a)] = (b—a)(c— a)(c— b).
Para el caso general, no es dificil probar por induccién que:

Vo= H(ai - aj)

i>j

Una matriz cuadrada A € 9Mn(K) es idempotente si verifica A> = A. Razonar que una matriz
idempotente distinta de la identidad no puede ser regular.

Resolucion.

Sea A idempotente, entonces A2 = A, si A fuese regular existiria A~' y multiplicando la igualdad A> = A por
A-! seobtendriaA—'A%2 = A~1A, es decir A = I. Asi pues si A # I es idempotente, entonces A no puede ser
regular.

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro que aparece:

ax +y +z
x +ay +z
x +y +taz

1
a
@

Resolucién.
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son respectivamente:

a 1 1 a 1 1 1
A= 1 a 1 ,(AAB)l 1 a 1 a
1 a 1 1 a a
Empecemos calculando el rango de A; el determinante de A vale:
a 1 1
A=|1 a 1 |=a-3a+2
1 1 a

Descomponiendo en factores lineales por el método de Ruffini:
det(A) =a®> —3a+2=(a-1)*(a+2)

se tiene que el determinante de A vale cero si, y s6lo si, a = 1 0 a = —2. Tenemos tres casos:
Enel casoen que a # 1, -2 se tiene rg(A) = 3.
En el caso a = 1 la matriz queda:

que evidentemente tiene rango 1.
Por iiltimo, en el caso a = -2 se tiene:

que tiene rango 2.
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En resumen:

Casol | a#1,-2 | rg(A)=3
Caso2 | a=1 rg(A) =1
Caso3 | a=-2 rg(A) =2

Veamos cudnto vale el rango de (A|B) en cada uno de estos casos:
Caso 1: En este caso, evidentemente rg(A|B) = 3.
Caso 2: En este caso la matriz ampliada es:

1 1 1 1
@aB=[1 111
1 1 1 1

que tiene rango 1.
Caso 3: En este caso la matriz ampliada queda:

(AIB) = 1 -2 1 -2

cuyo rango es 3 puesto que tiene una submatriz de orden 3 con determinante no nulo:

1 1 1
-2 1 -2|=9#0
1 -2 4

Podemos ahora completar nuestro cuadro usando el Teorema de Rouché-Frobenius:

Casol | a#1,-2 | rg(A) =3 | rg(A|B) =3 | Sistema compatible determinado
Caso2 | a=1 rg(A) =1 | rg(A|B) =1 | Sistema compatible indeterminado
Caso3 | a= -2 rg(A) = 2 | rg(A|B) =3 | Sistemaincompatible
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Ejercicios propuestos

1. Paralos siguientes sistemas de ecuaciones lineales se pide: transformar el sistema en un sistema escalona-

do, discutirlo y resolver el sistema si tiene solucién.

X —2x
2x; -5x
3x1 +2x;

2.
2x -3y
T 4
3x -2y

+Xx3
+2x3
—X3

+z

+z

6x -6y 43z

3.

x +y 2z
-x +5y +z

4.
3x +2y

2x  +3y
2x +y

5.
2x -y
3x -5y
4x 7y

6.
5x +2y

2x =2y
3x +4y

7.

—-u
+2u
+7u

+t
+t
+t
+3t

+
N
1

+z
+3z

+3z
+z
+z

+5z
+2z

+z

3x -y +3z

7x -5y 47z

L R R

9.

=

-y
-x 2y

10.
x 42y
2x 45y
5x +12y

+3y +z
_y +z

+y +z

+t

+3t

+t

+t

+2t

+4t
+t
+61

|
@

Qoo o

(=BT R}

(=}

N =N

(=4
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11.
x -3y -2z +4t = 5
3x -8 -3z +8 = 18
2x -3y 45z -4t = 19

12. Identificar las transformaciones elementales representadas por las siguientes matrices elementales:

1 0 0 0 0 1 1 0 0
01 0 };] 010|510 20
-2 0 1 1 0 0 0 0 1

13. Para las siguientes matrices se pide: calcular su forma normal de Hermite por filas y su rango.

1 2 3 o 1 2 01 2
A=]| 4 5 6 |; B=| -1 o 3 [; c=|10 3
7 8 9 -2 -3 0 2 30
1 2 3 3 10 6 1 0 0 1
2 3 -2
21 00 2 3 0110
b= f - i’ f ' E= 2 221 5 5} F= 1 01 0
-1 1 3 2 5 2 01 0 1
; (25 3 ‘; 1 4 10 2 -2 -4
J= ; K= 1 1 |; L= -1 3 4
-1 -2 -3 -4 1 -2 1 2 1 -2 -3
-5 -6 -7 -8
14. Calcular:

/N
S -
(30 N
N W
\—/
+
N
N W
w N
- -
\—/

-1 3 2 4 1 1
4 0 1 +| 3 2 -2
-2 1 5 1 2 -3

15. Dada la matriz A, calcular (—6)A4, (3/5)A, 24, 33A.

16. Calcular los siguientes productos:

2 1 2 3 1 -1
(_g 57’ —1:) 3 |; 2 3 4 3 -2
-1 4 5 6 -1 1
L 2 L 0 -1 1 0 1 0 0 1
3 4 o 1 -1 )3 01 1 010
1 10 1 00
0
1 0 1 1 1 2
0 2 -1 3 - 1
3 -2
17. Calcular ABy BA:
1 0 0 1 1 2 3 4
01 1 0 5 6 7 8
A= 1 010 B= -1 -2 -3 -4
01 0 1 -5 -6 -7 -8 ‘
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18.

19.

21.

27.

m‘

Ejercicios propuestos

Demostrar que la inversa de A es B.

1 2 3 -2 0 1
A= 2 3 4 B= 0 3 =2
3 4 6 1 -2 1
Calcular el cuadrado de
1 1 2 2
A=§ 2 -2 1
2 1 -2
$Cudl es la inversa de A?

Explicar por qué, en general, (A + B)? # A2 + 2AB + B?y (A — B)(A + B) # A? — B°.
Una matriz se llama idempotente si A> = A. Demostrar que la siguiente matriz es idempotente.

2 -2 -4
A= -1 3 4
1 -2 -3

Probar que si A es una matriz idempotente, entonces tambiénloes B=I — Ayque AB= BA=0.

2 1
verifica una ecuacién del tipo: A% + aA + 31 = 0, determinando a y 3. Utilizar este resultado para calcular

lainversa de A.
Calcular A2, A3, A* siendo

Demostrar que la matriz

1 1 1
A=]1 0 1 1
0 0 1
Lo mismo para
1 0 0
B= 1 1 0
1 1 1

Probar que la suma de matrices simétricas es simétrica. Demostrar que el producto no lo es en general.

Dada una matriz cuadrada A, demostrar que A + A’ es una matriz simétrica. Probar que toda matriz cua-
drada se puede descomponer como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.

Determinar cudles de las siguientes matrices son regulares y calcular la inversa de las que lo sean:

1 0 0 1 1 2 3 4
0110 5 6 7 8|, _f “§ ':
0o 01 0 ! -1 -2 -3 -4 ! 1 -2 _3
o1 0 1 -5 -6 -7 -8
Sean las matrices
-1 0 1 -1 0 -1
A= 0 2 0 |yB= 02 0
-3 0 3 -3 0 3

1. Calcular la forma normal de Hermite por columnas de B.
2. Encontrar una matriz regular Q verificando:

Q4=

S O =
S - O
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3. ;Son las matrices A y B equivalentes? Razonar la respuesta.

29. * Dada la matriz

1 2 0 1
A= 1 1. 2 0
1 0 2 1
calcular una matriz regular P tal que
1 0 0 O
AP = 01 0 O
0 01 0
30. * Dada la matriz
1 2 0 1
A= 1 1 2 0
1 0 2 -1
calcular una matriz regular Q de orden 3, de forma que
1 0 0 -1
4=|01 0 1
0 0 1 0

+C6émo podria utilizarse este resultado para resolver el siguiente sistema de ecuaciones ?

x +2y +t = 2
x +y +2z = 1
X +2z -t = -2
31.* Estudiar si las matrices
1 1 0 3 2 1 0 2
A= 1 2 2 1 y B=| 41 2 6
3 5 4 5 3 1 1 4
son equivalentes.
32.* Dada la matriz
1 2 3 4
A= 1 3 4 5
1 4 5 6
calcular una matriz regular Q € 9% (R) de forma que:
0 0 0 O
QA= 0 1 1 1
1 2 3 4

33. Calcular los siguientes determinantes:
1.

-4 1 0 -1

2 1 -1 1

1 0 1 -2

2.

-4 1 1 1 1
1 -4 1 1 1
1 1 -4 1 1
1 1 1 -4 1
1 1 1 1 -4
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3.
1 12 123 1234
2 23 234 2341
3 34 341 3412
4 41 412 4123
34. Calcular el determinante
x a b ¢ d
a x b ¢ d
a b x ¢ d
a b ¢ x d
a b ¢ d x
35. * Calcular el determinante
1 2 3 4 5
2 2 3 4 5
3 3 3 4 5
4 4 4 4 5
5 5§ 5 5 5

36. Utilizando determinantes, calcular el rango de las siguientes matrices:

1 2 1 o ; ': _1/ \
2 4 =2 8 H
10 1 -2 0 12
1 0 3
37. Utilizando determinantes hallar, cuando exista, la inversa de cada una de las matrices dadas:
1 2 3 4 1 2 3 1)
2 3 5 =2 . 1 3 3 2
3 5 1 1 ! 2 4 3 3
1 1 -5 =7 1 1 1 1

38. Discutir los siguientes sistemas de ecuaciones en funcién de los parametros que aparecen:

3x b 4 = ax
5x +y +2z = ay
4y +3z = az
39.
2x —-ay +bz = 4
x +z = 2
x +y +z = 2
10.
ax +2z = 2
Sx +2y = 1
x =2y +bz = 3
t1.
ax +by +z = 1
x +aby +z = b
x +by +bz = 1
12
2x +ay +z = a-2
ax —-2ay +3z = 0
2x +8y -z = 2a-4
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68 I. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes
43.
3ax +3(b-1)y +(b+6)z = 2b-1
+(b-2)y +z = 0
2ax +2(b-1)y +(b+4)z = 2b-2
44, * Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segiin los valores de a:
x +3y -az = 4
—-ax +y +az = 0
—-x +2ay = a+2
2x -y -2z = 0
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1. Espacios vectoriales. Bases

1.1. Definicion y ejemplos

Sea K un cuerpo y V un conjunto no vacio; diremos que V es un espacio vectorial sobre K (o
K-espacio vectorial) si:

I. En V hay definida una operacién interna, que denotaremos por +, de forma que (V, +) es
un grupo abeliano, es decir, verifica las propiedades:
(a) Asociativa: (u+v)+w=u+ (v+w); Vu,v,we V.
(b) Conmutativa: u+v=v+ u; Yu,veV.
(c) Existencia de elemento neutro: 30 € VtalqueO+v=v+0=v; Vve V.
(d) Existencia de elemento opuesto:Vve V, 3—vtalquev+ (-v) = (-v)+v=0.
II. En V hay definida una operacién externa de K en V, que denotaremos por yuxtaposicion,
verificando:
(@) a(u+v)=au+av; vaek, Yu,ve V.
(b) (a+ b)u=au+ bu; Ya,beK, YueV.
(c) a(bu) = (ab)u; Va,be K, Yue V.
(d) 1u = u; Vu € V donde 1 es la unidad para el producto en K.

Los elementos del espacio vectorial suelen denominarse vectores, mientras que a los del cuerpo
K, como es usual, los llamaremos escalares. La operacion externa recibe el nombre de producto
por escalares.

Ejemplo 1. 9, n(K) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones suma de matrices y
producto por escalares definidos en el capitulo anterior.

Ejemplo 2. El cuerpo K puede considerarse un espacio vectorial sobre st mismo, utilizando
como producto por escalares el producto usual en el cuerpo. Mds generalmente, si considera-
mos el producto cartesiano de K consigo mismo n veces:

K" ={(x1,%,...,%)| €K, Vi=1,...,n}

podemos dotarlo de estructura de espacio vectorial sobre K con las operaciones suma y pro-
ducto por escalares definidas por:

(xl,XZ,...,Xn) + (.yl’yZV"»yn) (xl + 0N, X2 +.V2,~-vxn+.)'n)
k(x1,x2,...,xn) = (kx1,kxp,..., kxn)
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72 Il. Espacios vectoriales

Ejemplo 3. El conjunto de los polinomios en una indeterminada con coeficientes en el cuerpo
K, que denotaremos P(K), constituye un espacio vectorial con la suma usual de polinomios y
el producto de un polinomio por una constante. También, para cada n, el conjunto de los poli-
nomios de grado menor o igual que n sobre K, que denotaremos Pn(K), es un espacio vectorial
con las mismas operaciones.

Ejemplo 4. Elconjunto de todas las funciones reales definidas en un cierto intervalo de la recta
real es también un espacio vectorial real, donde la suma de dos funciones f y g estd definida

en la forma usual, es decir:
(f + 8)(x) = f(x) + g(x)

y el producto por escalares es el producto usual de un niimero real por una funcion:

(af)(x) = a(f(x))

Ejemplo 5. Existe un espacio vectorial con un unico vector, que ha de ser el neutro para la
suma y por tanto lo llamamos 0. La suma y producto por escalares vienen definidos por:

0+0=0

k0=0, Vke K

Este espacio vectorial recibe el nombre de espacio vectorial cero o espacio trivial y es denotado
habitualmente por {0} o simplemente0.

Algunos conjuntos pueden admitir diferentes estructuras de espacio vectorial; por ejemplo, el
cuerpo de los niimeros complejos C tiene una estructura de espacio vectorial sobre si mismo,
pero ademas también es un espacio vectorial sobre el cuerpo R puesto que es posible multipli-
car un nimero complejo por uno real y el resultado es, en general, un nimero complejo. Son
dos espacios vectoriales distintos aunque el conjunto de vectores sea el mismo (el ejemplo 10
nos mostrara esta diferencia con claridad). Cuando un conjunto pueda dotarse de diferentes
estructuras serd conveniente declarar expresamente con cuél de ellas vamos a trabajar.

Otras propiedades que se verifican en un espacio vectorial V son:

Propiedades de la suma y el producto por escalares

Sea V un K-espacio vectorial. Para cualesquieraa,b € Ky u,v € V se verifica:
1. Ou=0. ‘
2. a0=0. }
3. Siau = 0 entoncesa=00u = 0. \
4, —(au) = (—a)u = a(—u). ’
5. a(lu—v) = au— av.
6. (a— b)u= au — bu. }
7. Siau = buy u # 0 entonces a = b.

8. Siau = avya # 0 entonces u = v. |
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.1 Espacios vectoriales. Bases 73

DEMOSTRACION.

1. En primer lugar observemos que en la expresion Ou = 0 los dos simbolos 0 representan ob-
jetos distintos: el primero es el neutro para la suma en el cuerpo K (de hecho va seguido de
un vector y no tiene sentido escribir dos vectores yuxtapuestos) y el segundo es el resultado de
multiplicar un escalar por un vector, por tanto es un vector, con lo que se trata del elemento
neutro para la suma de vectores. Probemos ahora la propiedad; usando que 0 es neutro en Ky
la propiedad distributiva respecto de la suma de escalares, obtenemos

Ou=(0+0)u=0u+0u

Restando en ambos miembros Ou queda 0 = Ou, como queriamos demostrar.
2. Andlogamente, a0 = a(0 + 0) = a0 + a0y por tanto 0 = a0.
3.Siau = 0y a # 0 entonces multiplicando por a~! tenemos a~
u=0.

4. Puesto que au + (—a)u = (a + (—a))u = Ou = 0 entonces (—a)u = —(au). Andlogamente
au+ a(—u) = a(u+ (—u)) = a0 = 0y por tanto a(—u) = —(au).

5.a(u—v) = a(u+ (-v)) = au+ a(-v) = au — av.

6.(a— b)u= (a+ (—b))u=au+ (—b)u = au — bu.

7.Si au = buentonces (a — b)u = au — bu = 0y si u # 0 entonces a — b = 0, es decir, a = b.
8.Siau = avy a # 0, multiplicando por a~! queda u = v.O

lau = a='0 = 0, es decir,

1.2. Dependencia e independencia lineal

Dado un conjunto de vectores v, . . ., vn en un K-espacio vectorial V, llamaremos combinacién
lineal de estos vectores a cualquier vector de la forma a;v; + - - - + anvn, con a; escalares en el
cuerpoKparacadai=1,...,n.

Ejemplo 6. Si en R* se consideran los vectores u = (1,2,0,0) y v = (0,0,1,0), entonces el
vector (2,4, 3,0) es combinacién lineal de u y v, puesto que (2,4,3,0) = 2u + 3v. Sin embargo
es fdcil comprobar que el vector (0,0, 0, 1) no es combinacién linealde u y v.

Se dice que {v,, ..., vn} es un conjunto linealmente dependiente, o que los vectores vy,..., vn
son linealmente dependientes, si el vector 0 se puede escribir como combinacién lineal de ellos
con no todos los escalares nulos; es decir, si existen escalares ay, . . ., an no todos nulos tales que

an+---+anvn =0

Se dice que {v,..., vn} es un conjunto linealmente independiente o bien que los vectores
u,..., vn son linealmente independientes si no son linealmente dependientes, esto es: si de
cada combinacion lineal

ajyy +---+ann=0
sededucequea; =a; =---=an=0.

Ejemplo 7. Estudiemos si el siguiente conjunto de vectores de R® es linealmente dependiente
o independiente:
{(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)}

Para ello planteamos el sistema

(0,0,0) = a(1,0,1) + b(1,1,0) + ¢(1,1,1) + d(1,2,1)
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74 Il. Espacios vectoriales

1 111
( 01 1 2 )
1 011
en la que las columnas son los vectores del conjunto. Puesto que el sistema es homogéneo,
la solucién trivial es la uinica solucién (es decir, los vectores son linealmente independientes)
cuando el rango de la matriz de coeficientes es igual al numero de incognitas, que es exacta-
mente el niimero de vectores. Los vectores son linealmente dependientes si el rango es menor

que el numero de vectores. En este caso, el rango es 3 y el niimero de vectores es 4, asi que los
vectores son linealmente dependientes.

que tiene por matriz de coeficientes

Ahora como el rango de la matriz de coeficientes es 3, existe al menos una submatriz cuadrada
de orden 3 que es regular, por ejemplo

1 11

011

1 01

formada por los tres primeros vectores escritos por columnas. Un sistema con esta matriz de
coeficientes es compatible determinado (s6lo tiene la solucidn trivial), y por tanto el conjunto
que forman estos tres vectores es linealmente independiente.

Ejemplo 8. Consideremos en el espacio vectorial P;(R) los vectores (polinomios) p(x) = x* +
x+1,g(x) = 2x+ 1 yr(x) = x*> + 1 y consideremos una combinacion lineal de ellos igualada
acero:

ap(x)+bqg(x)+cr(x)=0

Entonces:

0O=a(P+x+1)+b2x+1)+c(®+1)=a’* +ax+a+2bx+b+c’ +c=
= (a+c) + (a+2b)x+ (a+b+c)

a+c =
a+2b

a+b+c

de donde se obtiene:

I
ococo

Este sistema es compatible determinado con solucion unicaa = 0, b = 0, c = 0 y en conse-
cuencia los vectores son linealmente independientes.

En ambos ejemplos el estudio de la dependencia lineal se ha podido reducir a la discusién de
un sistema homogéneo, o equivalentemente, al cdlculo del rango de una matriz.

A continuacién demostramos algunas propiedades de utilidad en relacién con la dependencia
e independencia lineal:
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PROPOSICION
Sea V espacio vectorial sobre K, entonces:

1.-Si0 € {v,..., vn}, entonces {vy,.. ., vn} es linealmente dependiente.
2. {v, } es linealmente independiente si, y sélo si, v; # 0.

3 Si{ e vn} eslinealmente dependiente, entonces { vy, . . ., Uns Unt1s -« 9 Un+r} €S
linealmente dependiente.

4. Si{v,..., Uns Untls---, vn+r} es linealmente independiente, entonces {vy,. . ., Un}
es linealmente independiente.

DEMOSTRACION.
1. Si escribimos una combinacién lineal con 1 como el escalar que multiplica al vector cero y
cero para los otros vectores, obtenemos el vector cero y por tanto los vectores son linealmente
dependientes.
2. Por el apartado anterior, el conjunto {0} es linealmente dependiente, con lo que tenemos
la implicacion hacia la derecha. Para la otra implicacién, si v, # 0, entonces de la expresién
av, = 0 se deduce que el escalar a es cero, y el conjunto {7, } es linealmente independiente.
3. Sea

avyy+---+apvn=0
una combinacién lineal en la que no todos los escalares son cero, por ejemplo a; # 0. Entonces
escribimos la siguiente combinacién lineal

an+---+anvn+0Upyp 1+ -+ 00y =0

enla que a; # 0, y por tanto el conjunto de vectores {v}, ..., Un, Unt1,. - ., Un+r} €S linealmente
dependiente.
4. De una combinacién lineal
an +---+anvn=0

se obtiene una combinacion lineal de todos los vectores afiadiendo coeficientes cero donde
convenga:

ayvy+--+ann+0vp + - +0Upyr =0
Aplicando que este conjunto es de vectores linealmente independientes se obtiene que cada a;
es0.0

PROPOSICION

r
| Un conjunto de vectores {vy,. .., vn} es linealmente dependiente si, y sélo si, uno de los
‘ vectores es combinacion lineal de los restantes.

DEMOSTRACION. Si {1, ..., Un} es linealmente dependiente es porque existe una combinacién
lineal @yv; + --- + anvn = 0 en la que no todos los escalares son cero. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a; # 0y en ese caso podemos despejar v; en funcién de los demas,
puesto que se puede dividir por g;, entonces:

—a —an
" = —=
1 a »+ + 2

Un

Reciprocamente, si por ejemplo

vy =byp + -+ bpun
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entonces, pasando todo al segundo miembro nos queda
0= (-Dvy+ by +---+ bnun

que es una combinacién lineal con al menos un escalar no nulo. O

Notemos que lo que se afirma en el resultado anterior es que si los vectores son linealmente
dependientes existe uno que es combinacién lineal de los restantes, no que cualquiera de ellos
se pueda expresar combinacion lineal de los restantes. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 9. EnR? los vectores {(1,1), (1,0), (2,2)} son linealmente dependientes:
2(1,1) + 0(1,0) + (-1)(2,2) = (0,0)

Sin embargo el vector (1,0) no puede expresarse como combinacion lineal de los otros dos.

En la definicién de combinacién lineal y, por tanto, en la de vectores linealmente dependientes
intervienen no sélo los vectores sino también los escalares. Asi cuando en un mismo conjunto
se consideran estructuras de espacio vectorial sobre distintos cuerpos, la dependencia o inde-
pendencia lineal de un mismo conjunto de vectores varia segtin el cuerpo de escalares que se
considere. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 10. Los vectores u = (1 + i,2i) yv = (1,1 + i) de C? son linealmente dependientes
en el C-espacio vectorial C2, pero los mismos vectores considerados en el R -espacio vectorial
C? son linealmente independientes.

En efecto, consideremos una combinacion lineal de ellos que sea cero:
21 (1 +1i,2i) + z(1,1+ i) = (0,0)
que nos da el sistema de ecuaciones

{(l+i)zl+ zz =0
)z+ (1+i)z =0

Si z) y z deben ser niimeros reales, la primera ecuacién no tiene solucién distinta de la trivial,
puesto que queda

7 =-(1+1i)z
Sin embargo, considerando z, y z; como complejos, esta ecuacion tiene solucién. Ademds la
segunda ecuacion es igual a la primera multiplicada por (1 + i), por lo que el sistema tiene
infinitas soluciones entre las cuales podemos considerarz, = 1y z, = —(1 + i).

Las definiciones de conjunto linealmente dependiente y linealmente independiente pueden
extenderse a conjuntos infinitos. Si S es un conjunto arbitrario de vectores de V, decimos que
S es linealmente dependiente si existe un subconjunto finito de S que es linealmente depen-
diente. Cuando todo subconjunto finito de S es linealmente independiente, decimos que S es
linealmente independiente.
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1.3. Sistemas de generadores de un espacio vectoriai

Un conjunto de vectores S se dice que es un sistema de generadores del espacio vectorial V si
todo vector de V es combinacidn lineal de los vectores de S (para el caso en que S es infinito se
consideran combinaciones lineales de un nimero finito de vectores de S).

Ejemplo 11. {(1,1),(1,0), (1, —1)} es un sistema de generadores para R?. Para comprobarlo
planteamos el siguiente problema: dado un vector (x,y) € R? encontrar escalares a, b y c tales
que

a(1,1) + b(1,0) + ¢(1,-1) = (x,y)

Esto se convierte en estudiar si el sistema

la +1b+ lc = x
la -lc =y

con incognitas a, b, c tiene solucién para cualquier columna de términos independientes. Efec-
tivamente, como el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el rango de la matriz ampliada no
puede ser mayor (ya que es de orden 2x4), entonces el sistema es compatible.

LEMA

Si{u, w,..., un} es un sistema de generadores del espacio vectorial V y u; es combina-
cion de los restantes vectores, entonces el conjunto de vectores que se obtiene eliminan-
dou;, {u,..., TR T N R un} es también un sistema de generadores de V.

DEMOSTRACION. Si u; = Zj;bju;, entonces como cada vector de V se escribe
v=a1u)+---+ajuj+---+ anln
sustituyendo u; por su valor queda
V= Ej;ﬁ(aj + a;bj)uj

conlo que el conjunto {u, ..., u;_1, Ui, ..., Un} es también un sistema de generadores de V.
m]

Ejemplo 12. En el ejemplo 11 vimos que el conjunto {(1,1),(1,0), (1, —1)} es un sistema de
generadores paraR?. El primer vector (1, 1) es combinacién lineal de los otros dos:

(11 1) = 2(170) + (_1)(1$ —l)

luego pgdemos quitarlo y obtenemos que también {(1,0), (1, —1)} es un sistema de generado-
res deR°.

PROPOSICION }

Si{n,m,..., Um} es linealmente independientey {u;, us, . . ., us} es un sistema de gene-
radores de V, entonces m < s.
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DEMOSTRACION. El proceso que seguimos consiste en sustituir los vectores de uno de los con-
juntos por vectores del otro hasta que agotemos alguno de los dos. Comenzamos observan-
do que, puesto que S = {uy, Uy, ..., us} es sistema de generadores de V, también sera sis-
tema de generadores el conjunto {u, ¥, 4y, ..., s} que se obtiene afiadiendo el vector v;.
Por otra parte, el vector v) se escribe como combinacién lineal de los vectores de S, digamos
v = aqu) + aup + -+ + asis y como v # 0, entonces algin escalar es no nulo. Podemos
suponer por comodidad que se trata del correspondiente a u; y entonces u; es combinacién
lineal de {v, uz, . . ., us}, luego puede eliminarse y por tanto

Sl = {UlyuZV--«yuS}

es otro sistema de generadores de V.
Repitamos ahora el proceso tomando el vector v, y el sistema de generadores S;:

v =buv+byu+---+ bpun

Podemos asegurar que no todos los escalares desde b, a bs son nulos puesto que {v;, 2} son
linealmente independientes, y suponer por comodidad que b, # 0. Sustituyendo ahora el vec-
tor » por u; en el conjunto S; obtenemos un nuevo conjunto, digamos S, que (por un razo-
namiento idéntico al precedente) sigue siendo sistema de generadores de V. La sustitucién se
continiia hasta agotar alguno de los conjuntos, pero si en el conjunto linealmente independien-
te hubiese mas de s vectores, entonces el vector v | se podria escribir como combinacién lineal
de v, 1y, ..., uslo cual es imposible. O

1.4. Bases de un espacio vectorial

Dado un espacio vectorial V, un subconjunto B C V es una base de V si
1. Beslinealmente independiente.

2. Bessistema de generadores de V.

TEOREMA (Teorema de la base)

| . . . . ~ - R

| Si un espacio vectorial V tiene una base formada por un niimero finito de vectores, en-
| tonces todas las bases de V son finitas y tienen igual nimero de vectores.
|
L

DEMOSTRACION. Sea B = {v), 1, ..., Un} base de V y sea B’ otra base de V. Por ser B’ lineal-
mente independiente ha de tener como maximo n vectores. Ahora, puesto que B’ es sistema
de generadores y en B hay n vectores linealmente independientes, B’ ha de tener al menos n
vectores. Uniendo ambos razonamientos obtenemos que B’ tiene exactamente n vectores. O

De un espacio vectorial V que posee una base finita diremos que es un espacio vectorial de
dimensién finita y llamaremos dimensién de V al niimero de vectores en cualquiera de sus
bases, y lo denotaremos dimg (V) o simplemente dim(V) cuando no exista ambigiiedad con
respecto al cuerpo de escalares. Notemos que dim(V) es el mayor niimero posible de vectores
independientes en V y también el menor niimero posible de vectores en un sistema de genera-
dores de V. Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 13. En el espacio vectorial K" el conjunto formado por los n vectores
1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)

es una base que recibe el nombre de base canénica de K". Veamos primero que es un sistema
de generadores de K", es decir, que para cualquier columna de términos independientes, el
sistema cuya matriz de coeficientes es

1 00 0
010 ... 0
o001 ... 0
0 0 0 ... 1

tiene solucion. Pero como el rango de esta matriz es n y la ampliada no puede tener un rango
mayor (es de orden n x (n + 1)), entonces es un sistema compatible.
Probemos ahora que es linealmente independiente. Para ello, una combinacion lineal

a,(1,0,0,...,0) + a2(0,1,0,...,0) + - - - + an(0,0,0,...,1) = (0,0,0,...,0)
nos lleva al sistema de ecuaciones

a = 0
ap = 0
an = 0
con matriz de coeficientes
1 00 ... 0
010 0
0 01 0
000 ... 1

cuyo rango es n y por tanto tiene como tinica solucién la solucion trivial.

Por supuesto el ultimo sistema estaba resuelto y no necesitdbamos razonar sobre el rango de la
matriz, pero queremos poner de manifiesto que en las dos partes se usa exactamente el mismo
hecho: que el rango de la matriz es n.

En conclusion:
dimg(K™) = n

Ejemplo 14. En el espacio vectorial Pn(K) de los polinomios de grado menor o igual que n, el
conjunto

{L,x,22,...,x"}
es una base que recibe el nombre de base estindar de Pn(K). En efecto, cada polinomio de
grado menor o igual que n es de la forma
p(x) = ag + @1 x + @3 + - - + anx"

o sea, una combinacion lineal de los vectores {1, x, 2,... ,X"}. Por otra parte, un polinomio
Qg + a1 x + ax% + - - - + anx" es cero s6lo si todos los coeficientes son cero, con lo que nuestro
conjunto es linealmente independiente.

La dimensién de este espacio es:
dimg(Pn(K)) =n+1
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Ejemplo 15. Elespacio vectorial P(K) de todos los polinomios en una indeterminada con coe-
ficientes en K no es de dimension finita. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que
su dimensién es m, entonces cada conjunto con mds de m vectores habria de ser linealmente
dependiente. En particular el conjunto {1, x, . . ., x™} que tiene m+1 vectores seria linealmen-
te dependiente en contradiccion con lo visto en el ejemplo anterior.

Ejemplo 16. Si en el espacio Mmx n(K) de las matrices de orden m x n con coeficientes en K,
se considera paracadai=1,...,m;j = 1,...,nla matriz A;; que tiene un 1 en la posicién ij
yO0 en las restantes posiciones, entonces

{Al:fli:‘ lv'-wm;j: 1,...,71}
es una base que recibe el nombre de base estandar de M, x n(K). Asi:
dimg (Mmxn(K)) = mn

Ejemplo 17. Elespacio vectorial trivial tiene dimensién 0 puesto que, aunque tiene un sistema
de generadores formado por un niimero finito de vectores: {0}, este conjunto no es linealmente
independiente.

Aunque existen numerosos e importantes ejemplos de espacios vectoriales que no son de di-
mension finita, éstos no son parte esencial de este texto, que se centra fundamentalmente en
espacios vectoriales de dimension finita.

TEOREMA

En un espacio vectorial no nulo, de cada sistema de generadores finito se puede extraer
una base.

DEMOSTRACION. En primer lugar recordemos que un conjunto con un tinico vector distinto de
cero es siempre linealmente independiente. Dado un sistema de generadores finito de V, diga-
mos S, si es linealmente independiente ya es una base. En caso contrario uno de los vectores se
puede escribir como combinacién lineal del resto y por tanto el conjunto que resulta de elimi-
nar este vector es de nuevo un sistema de generadores para V (usando el Lema del epigrafe 1.3).
Volvemos a preguntarnos sobre la independencia lineal y a repetir el proceso tantas veces como
sea necesario. En el peor de los casos llegaremos a un sistema de generadores formado por un
solo vector, que no puede ser cero porque V no se reduce al vector cero, y que es por tanto
linealmente independiente. O

El Teorema anterior nos ofrece un primer método para obtener una base de un espacio vecto-
rial: partir de un sistema de generadores y eliminar uno a uno los vectores que sean combina-
ci6n lineal del resto. Un método alternativo viene dado por el préximo Teorema:

TEOREMA (Teorema de ampliacion de la base)

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimension n y sea {vy, v». ..., Us} un conjunto de
vectores linealmente independientes. Entonces existen vectores { Vs 1, . .., vn } tales que

{ni,vo,...,Us, Vsp15..-, Un}

es una basede V. \
| |
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DEMOSTRACION. Si el conjunto de partida es sistema de generadores, entonces es base y se

puede considerar que se afiaden 0 vectores. En caso contrario, se puede elegir un vector de V,

llamémoslo vs, ) que no es combinacién lineal de {v}, 1, ..., us}. Entonces el conjunto {v;, vy,
., Us, Usy1} es linealmente independiente. En efecto si

0=av) +aytp + -+ GsUs + As1Vsy)

entonces as4+1 = 0 puesto que en otro caso Vg se podria escribir como combinacién lineal del
resto, lo cual hemos supuesto que no ocurre. Entonces queda

O=aqyvy +an+- -+ asvs

y como los vectores {v, 1y, ..., Us} son linealmente independientes también son cero los esca-
lares a;, a3, . . . , as. Este razonamiento se puede continuar hasta obtener un conjunto de exacta-
mente n vectores linealmente independientes puesto que no puede existir una base con menos
de n vectores. Ahora utilizamos la Proposicion de 1.3 para razonar que no pueden obtenerse
n + 1 vectores linealmente independientes y por tanto el conjunto {v;, v»,. .., Us, Us41,...,Un}
debe ser ademas un sistema de generadores de V ya que no existe ningin vector que no sea
combinacién lineal de éstos. Tenemos asi una base. O

Ahora tenemos un segundo método para calcular una base: partir de un conjunto de vectores
linealmente independientes y afadir nuevos vectores de manera que se siga manteniendo la
independencia.

COROLARIO

Sea V' un espacio vectorial de dimension n, entonces dado un conjunto de exactamente
| nvectoresS = {un,u,..., vn} son equivalentes:

(a) S eslinealmente independiente.
‘ (b) S es sistema de generadores de V.

(c) SesunabasedeV.

DEMOSTRACION. Las implicaciones (c => a) y (c = b), son evidentes a partir de la definicion.

(a = b): Si el conjunto es linealmente independiente, entonces por el Teorema de ampliacién
de la base, puede obtenerse una base de V afnadiendo vectores, pero puesto que en S hay n
vectores, se obtendra una base aifiadiendo 0 vectores, esto es, era ya base.

(b = ¢): Si S es un conjunto de generadores, se puede extraer de él una base de V, pero puesto
que en S hay n vectores, se obtendra una base eliminando 0 vectores, esto es: era ya base. O

1.5. Coordenadas de un vector respecto de una base

A continuacién desarrollamos la herramienta que nos permitira trabajar en cualquier espacio
vectorial de dimension finita, digamos n, como en el correspondiente espacio K".

PROPOSICION

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si B = {u, up, . .., un} es una base de V, entonces

todo vector x € V se escribe de forma tinica como combinacion lineal de los vectores de
B.
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DEMOSTRACION. Puesto que B es un sistema de generadores, todo vector de V se escribe como
combinacion lineal de los vectores ), 4y, . . ., un y sélo queda probar la unicidad. Supongamos
que para un cierto vector x tenemos:

X=X U + XUy +---+ XnlUn
X=X\l + XUy + -+ + Xpln

Entonces podemos escribir
X1Uy + XUy + -+ + Xnlin = X Uy + XpUp + - - + Xplin
y operando queda
(1 — X))y + (%2 = X3t + -+ + (Xn — Xp)Un =0

Como B es linealmente independiente, todos los coeficientes son cero y por tanto

es decir, las dos expresiones eran idénticas. O

Después de este resultado tenemos que dado un vector y una base, el vector puede represen-
tarse por los escalares que aparecen en la anterior combinacién lineal. Sea B = {1, 4, . . ., un}
unabasede V,six = xju) + x4y + - - - + Xnn s la expresion tinica del vector x € V como com-
binacién lineal de los vectores de la base B, diremos que (x;, Xz, . . ., Xn) son las coordenadas de
x respecto de la base B, y lo representaremos por:

x=(x1,%2,...,Xn)B

Ejemplo 18. Consideremos en R® la base canénica B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)}. El vector
x = (2,3, 1) tiene coordenadas respecto de la base canénica x = (2,3, 1) g, mientras que para
labase B’ = {(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)}, sus coordenadas son x = (2,1, —-2)p ya que:

(2,3,1)=2(1,1,1) +1(0,1,1) + (-2) (0,0,1)

Ejemplo 19. Consideremos la base esténdar B = {1, x, x*} del espacio vectorial P;(K) de los
polinomios de grado menor o igual que 2. Las coordenadas de un polinomio p(x) = ax* +
bx + c respecto de esta base serdn p(x) = (c, b, a)g.

Dados vectores x, y € V de coordenadas respecto de B:
X = (xlvx21 .o ,xn)B

y= 02, ¥n)B
Veamos cudles son las coordenadas del vector x + y:

x = X Uy + X U + ... + Xnun
y = i + Yol + ... + YnUn
x+y = (m+n)um + (e+pl)e + ... + (xn+yn)un

Luego:
x+y=(xa+n,x2+y2....Xn+yn)8
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De forma anéloga obtenemos que
kx = (kx],kxz,.--,h’()B

En resumen:

. —_—— — R e

Coordenadas y operaciones con vectores }

Sea V un espacio vectorial de dimension n, B una base de V y x e y vectores en V de

coordenadas: x = (X, X2, . . ., xn)pey = ,Y2s---, ¥Yn) B, €ntonces: |

|
| Lx+y=@+y,X%+),...,] Xn + Yn)B-
‘ 2. kx = (kxy, ko, . - =, kxn)p para cada k € K.

1.6. Coordenadas y dependencia lineal

Las coordenadas respecto de una base son también muy ttiles cuando se trata de determinar
la dependencia o independencia lineal de un conjunto de vectores. Podemos seguir el mismo
método que usamos en el ejemplo 7, es decir:

— e - e = = - —

Coordenadas y dependencia lineal ‘

Sea V un espacio vectorial y sea B una base de V. Un conjunto de r vectores {uy,. . ., ur}
en V es linealmente independiente si, y solo si, la matriz cuyas columnas (respectiva-
| mente filas) son sus coordenadas respecto de B tiene rango r. \

DEMOSTRACION. Una combinacién lineal igualada a cero de los vectores uy, . . ., ur:
xyuy+ -+ xrur =0

dalugar, usando coordenadas respecto de By teniendo en cuenta lo visto en el epigrafe anterior,
a un sistema homogéneo de ecuaciones en las incégnitas x, . . ., xr cuya matriz de coeficientes
es precisamente la matriz cuyas columnas son las coordenadas de v, . . ., ur. Los vectores serdan
linealmente dependientes si, y s6lo si, este sistema admite alguna solucién distinta de la trivial
(esto es: si es indeterminado) lo que es equivalente, por el Teorema de Rouché-Frobenius, a que
sea rg(A) < r. Se puede considerar de igual forma la matriz cuyas filas son las coordenadas de
los vectores, puesto que rg(A’) = rg(A).O

Ejemplo 20. ConsideremosenR* los vectoresu; = (1,1,2,2),up = (0,1,1,1) yuz = (2,0,2,2).
Tomando la base candnica, la matriz cuyas filas son las coordenadas de estos vectores es

1 1 2 2

0111

2 0 2 2
que tiene forma de Hermite por filas

1 01 1

01 11

0 0 0O

Y que por tanto es de rango 2. Asi pues los vectores u, , Uz, us son linealmente dependientes.

© ITES-Paraninfo



84 Il. Espacios vectoriales

Ejemplo 21. Consideremos en P, (R) los polinomios p(x) = 3x* +2x+1, q(x) = 4x% + 3x+2
yr(x) = 6x% + 4x + 3. Las coordenadas de estos polinomios respecto de la base esténdar B =
{1,x,2°} de Py(R) son p(x) = (1,2,3), 4(x) = (2,3,4)p y r(x) = (3,4, 6)p. La matriz cuyas
filas son estas coordenadas:
1 2 3
(2 3 4)
3 4 6

1 00
010
0 01

luego tiene rango 3 y por tanto los tres vectores son linealmente independientes.

tiene forma de Hermite por filas:

1.7. Cambio de base

Supongamos ahora que en un espacio vectorial de dimensién n tenemos dos bases diferentes

B={el’e21'-~seﬂ}y B'={eiseéw'-7e;l}

y queremos establecer la relacién entre las coordenadas de un mismo vector en las dos bases.
Llamemos (x;, X2, . . . , Xn) alas coordenadas de x € V respecto delabase By (x},x3, ..., x,) alas
coordenadas de x respecto de B'. La relacién que exista entre estas coordenadas dependera de
la que exista entre ambas bases, por tanto debemos tener ciertos datos que las relacionen. Por
ejemplo, supongamos conocidas las coordenadas de los vectores de B en la base B:

€ ane +aze+---+anén
eé = ape + axpeé;+---+ aprén

a.1)
eh = @1ne1+ Gn€ + -+ Gnnen

Ahora tenemos dos expresiones para el vector x:
x1€ + X3 + -+ + Xnén = X = X\€] + X285 + - - - + Xnen
y sustituyendo (1.1)
xje) + X2 + -+ + Xpep = xi(ane + aze + -+ apmen) +
+  xp(arze) + axpes + - + apzen) +
+ x‘n(alnel + Qzp€ + - - - + Gnnen)
reordenando
xie + x2€2 + - + Xnén = (@nx] + a2 + -+ - + aypxn)er +
+ (@) +apxy + -+ Gpxp)er +

+ (anlxi + anzxé +--- 4+ annx;z)en
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Como son dos expresiones de x en la misma base, los escalares en ambas combinaciones linea-
les deben ser iguales, con lo que quedan las ecuaciones del cambio de base de B’ a B:

X =anx, +anx + -+ aipxn
X = anx + apxy+ -+ GupXn

xn=anlf1 +a,,2,\é+---+a2,,,\/,,
o bien en forma matricial:

X =PX'

donde X y X’ son las matrices columna formadas por las coordenadas del vector x en las bases
By B respectivamente, y P es la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vectores
de B’ en funcién de B.

an a2 ain

a a2 an
P=

an an2 Qann

La matriz P se llama la matriz de cambio de base de B’ a B y es una matriz regular, puesto
que sus columnas son las coordenadas de n vectores linealmente independientes y por tanto
el rango es n. Esto significa que P tiene inversa y entonces en la férmula del cambio de base
obtenida mas arriba podemos despejar X':

X =P 'x

que nos da las coordenadas de un vector en la base B’ a partir de sus coordenadas en la base B.
En resumen, tenemos:

Cambio de base

\

Sea V un espacio vectorial y sean By B’ bases de V. La ecuacion matricial del cambio de l
base de B’ a B es la expresion:

X= Px’ l

que permite calcular las coordenadas de un vector respecto de B conociendo las coorde-
nadas respecto de B'. P es la matriz del cambio de B’ a B, esto es: la matriz regular cuyas
columnas son las coordenadas de los vectores de B’ respecto de B. El cambio de base en
el sentido contrario, de B a B', viene dado por:

X'

Hemos razonado antes que una matriz de cambio de base es siempre regular, pero también
podemos probar el reciproco:

PROPOSICION :

Toda matriz regular es una matriz de cambio de base.

DEMOSTRACION. Consideremos una matriz regular Q de orden n sobre el cuerpo K. Entonces
sus columnas pueden ser consideradas como 7 vectores del espacio vectorial K”, y puesto que
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el rango de la matriz es n tenemos que estos vectores son linealmente independientes. Ahora,
como la dimensi6n de K” es n, se trata de una base a la que llamamos B’. Al escribir por colum-
nas las coordenadas de estos vectores en funcién de la base canénica de K” reencontramos la
matriz de partida Q, y asi es la matriz de cambio de base de B’ ala base canénica. O

Ejemplo 22. En el espacio vectorial P,(R), los polinomios {(x — 1)?,2(x — 1), 2} forman una
base a la que llamaremos B'. Podemos escribirlos en funcién de la base esténdar B = {1, x, x*}
y obtenemos

(x-12=xF-2x+1 = (1,-2,1)p
2x-1)=2x-2 = (-2,2,0)p
2 = (2,0,0)p

con lo que la matriz

1 -2 2
P={-2 2 0
1 0 o0

nos da el cambio de base de B' a B. El cambio de base de B a B' vendrd dado por la matriz P~} :

0 0 1

Pl=(0 ! 1
1 % 1
2 2 2

Por ejemplo, calculemos las coordenadas respecto de B' del polinomio p(x) = 1 + 2x — 2x% =

(1,2,-2)p
0 1 1 -2
BBIONE
IR IEVACTARY

y por tanto p(x) = (-2, -1, %)B'-

(=}
Nt~ O
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2. Subespacios vectoriales

2.1. Definicién y ejemplos

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea U un subconjunto no vacio de V. Decimos que U es un
subespacio vectorial de V y lo denotamos por U < V si se verifican las siguientes condiciones:

1. U escerrado paralasuma:vVu,ve U, u+ve U.
2. U es cerrado para el producto por escalares: Vu € U,Va € K, au € U.

Si U es un subespacio vectorial de V es facil razonar que entonces U es realmente un espacio
vectorial sobre K, puesto que si las propiedades de espacio vectorial se verifican para todos los
vectores de V, en particular son ciertas para los de U.

Ejemplo 23. Todo espacio vectorial distinto de cero tiene, al menos, dos subespacios vectoria-
les: el mismo V y el formado sélo por el vector cero {0}, al que nombraremos simplemente por
0. Estos subespacios se llaman subespacios impropios.

Ejemplo 24. En el espacio vectorial 9 n(K) podemos describir diversos subespacios:

(a) Las matrices triangulares superiores. En efecto, es cerrado para la suma puesto que la
suma de dos matrices triangulares superiores vuelve a ser triangular superior, y al mul-
tiplicar una matriz triangular superior por un miimero el resultado es una matriz trian-
gular superior, luego también es cerrado para el producto por escalares.

(b) Las matrices triangulares inferiores (se razona como antes).
(c) Las matrices diagonales (son a la vez triangulares superiores e inferiores).

(d) Las matrices simétricas. Para ver que es cerrado para la suma, tomemos A, B matrices
simétricas, entonces A = A’ y B = B' y por tanto (A + B)' = A’ + B* = A+ B, conlo
que A + B también es simétrica. Si A = A’, entonces (kA)! = kA" = kAy por tanto kA es
también simétrica.

(e) Las matrices antisimétricas (similar al anterior).

Ejemplo 25. Los polinomios de grado menor o igual que n forman un subespacio del espacio
vectorial de los polinomios en una indeterminada sobre el cuerpo K. En efecto, al sumar dos
polinomios el grado es, como mucho, el mayor de los grados de los polinomios considerados,
y al multiplicar un polinomio por un escalar el grado no varia excepto cuando el escalar es
cero, en cuyo caso el polinomio resultante es 0.

Las dos propiedades que exigimos para que un subconjunto sea subespacio pueden resumirse
en una sola, que podriamos llamar “ser cerrado para combinaciones lineales”.
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PROPOSICION (Definicién equivalente de subespacio)
Dado () # U C V son equivalentes:

(a) U es subespacio vectorial de V.

(b) U verifica: Vu,v € U,Va,b € K, au+ bv € U.

L

DEMOSTRACION. Supongamos que U es un subespacio y sean u, v € U, a,b € K, arbitrarios,
puesto que U es cerrado para el producto por escalares, se tiene que au, bv € U; ahora usando
que es cerrado parala suma au+bv € Uy por tanto se verifica (b). En el otro sentido: siu, v € U,
tomando a = b = 1 y aplicando la condicién del enunciado obtenemos que U es cerrado para
la suma. Dado u € Uy a € K, consideramos v = u, b = 0y aplicando de nuevo (b), tenemos
que au € U, es decir, U es cerrado para el producto por escalares. (]

2.2. Subespacio generado por un conjunto de vectores

A partir de un conjunto cualquiera de vectores de V, digamos S, podemos considerar un nuevo
conjunto formado por todas las posibles combinaciones lineales de vectores de S:

L(S)={a151 + - -+ ansn; neN,a;€eK,s;€8,i=1,...,n}

Ejemplo 26. Consideremos los vectores deR® u = (1,1,0) yv=(0,0,1), entonces:

L(u,v) ={au+bv | a,be R} ={(a,a,b) | a,bec R}

PROPOSICION

L(S) es el menor subespacio vectorial de V que contiene al conjunto S.

DEMOSTRACION. En primer lugar probaremos que es subespacio vectorial:
Dadosa,b € Kyays; + -+ ansn, b1ty + - - - + bmtm € L(S), el vector

a(ays) + - -+ ansn) + b(bty + - - - + bmtm) = aays) + - - - + aansn + bb ty + - - - + bbmtm

es una combinacion lineal de vectores en el conjunto S, y por tanto esta en L(S).
Evidentemente, para cada vector en S, él mismo es una combinacién lineal de vectores de Sy
por tanto S C L(S).

Por 1ultimo, si S C W para algin subespacio vectorial W, puesto que éste es cerrado para el
producto por escalares y para la suma de vectores, tenemos que cada combinacién lineal de
vectores de S estd en W. Esto prueba que de todos los subespacios que contienen a S, L(S) es el
mas pequeno. O]

Al subespacio L(S) se le llama subespacio generado por S, ya que, de hecho, S es un sistema
de generadores del espacio vectorial L(S). También podemos hablar de base de un subespacio,
es decir, un sistema de generadores del subespacio que es linealmente independiente, y por
tanto tenemos el concepto de dimensién de un subespacio. Si U < V, entonces, aplicando el
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Teorema de ampliacion de la base, el conjunto de vectores linealmente independientes que es
cualquier base de U se puede ampliar a una base de V, con lo que dim U < dim V; la igualdad
entre las dimensiones ocurre sélo cuando U = V.

Dado un sistema de generadores de un subespacio U, podemos obtener una base de U elimi-
nando vectores que sean combinacion lineal de los demas.

Ejemplo 27. Consideremos el subespacio deR*:
U=1L((Q1,3,4,1),(2,6,8,2),(2,5,7,2))

Los tres vectores dados son sistema de generadores de U pero no son base porque no son lineal-
mente independientes, ya que el rango de la matriz

1 3 41

2 6 8 2

2 5 7 2
es 2y por tanto hay sélo 2 vectores linealmente independientes. Puesto que el segundo vector
es igual a dos veces el primero, podemos elegir {(1,3,4,1), (2,5,7,2)} como base.

También podemos pasar de un sistema de generadores a otro diferente utilizando un método
similar al de las operaciones elementales:

\
Si{w,up,..., un} es un sistema de generadores del subespacio vectorial U, entonces
también son sistemas de generadores de U los siguientes conjuntos:

‘

1. El conjunto que se obtiene de S intercambiando la posicion de dos vectores:
AR T Us oo Un}.

2. El conjunto que se obtiene de S multiplicando uno de los vectores por un escalar k 1
no nulo: {u,,..., kui,...,un}.

3. El conjunto que se obtiene de S sumando a uno de sus vectores otro multiplicado
por un escalar: {uy, ..., u; + kuj, ... . Thises 5 Unt.

DEMOSTRACION. (1) es evidente, para (2) consideremos un vector arbitrario x € V, entonces x
ha de ser combinacioén lineal de los vectores de S:

XxX=xuy+---+xXuj+---+ Xnun
Asi x se expresa también como combinacién lineal de los vectores del nuevo conjunto:
Xi
xX=xil +---+ E(ku,')+"'+Xnun

De forma similar, para probar (3) es suficiente hacer notar que x puede expresarse en la siguien-
te forma:

x=xju + -+ x(up k) + -+ (X — kx)uj+ - + Xnun
a
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2.3. Espacio de filas y espacio de columnas de una matriz

Dada una matriz de orden m x n, A € Mmuxn(K), las filas de A pueden ser vistas como un
conjunto de m vectores de K" (o las coordenadas respecto de cierta base de m vectores de un
espacio V de dimensién n). Llamaremos espacio de filas de A al subespacio de K" generado
por las filas de A y lo denotaremos por F(A). De forma similar, el espacio de columnas de A es
el subespacio C(A) de K™ generado por las columnas de A. Usando el Lema del epigrafe ante-
rior, es evidente que si dos matrices A y B son equivalentes por filas (resp. columnas), entonces
F(A) = F(B) (resp.C(A) = C(B)). A partir de este hecho se obtiene:

COROLARIO

Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea B una basede V. Sea U = L(uy, ..., uy)
un subespacio de V y consideremos la matriz A de orden k x n cuyas filas son las coorde-
nadas, respecto de B, de los vectores uy, . . ., u;. Entonces:

1. dim(U) = rg(A).

2. Las filas no nulas de la forma de Hermite por filas de A son las coordenadas de los
vectores de una base de U.

El mismo resultado es valido cambiando filas por columnas.

DEMOSTRACION. Utilizando coordenadas respecto de la base B tenemos que U = F(A) y, por
tanto, dim U = rg(A). Denotemos por H a la forma de Hermite por filas de A, entonces las filas
no nulas de H forman un sistema de generadores de U usando el Lema del epigrafe anterior.
Puesto que tenemos un sistema de generadores de U formado por tantos vectores como indica
dim(U), ha de ser base. O

Ejemplo 28. Consideremos el subespacio del ejemplo 27:
U=1L(1,3,4,1),(2,6,8,2),(2,5,7,2))

Escribamos la matriz cuyas filas son las coordenadas, respecto de la base candnica, de los vec-
tores del sistema de generadores y calculemos su forma de Hermite por filas:

1 1

1

0 0

1 3 4 1 1 3 4 1 1 3 4 1 1 0
2 6 8 2|~ [0 0 0 0J~ [0 1 1 0]~ (01
2.5 7 2 0 -1 -1 0 0 0 0O 0
La ventaja de este segundo método reside en que obtenemos una base lo mas simple posible, lo

Luego una basede U es {(1,0,1,1),(0,1,1,0)}.
que facilita cdlculos posteriores.

(=]
(=]

2.4. Ecuaciones cartesianas y paramétricas de un subespacio

En el siguiente ejemplo vemos c6mo un sistema de ecuaciones lineales determina un subespa-
cio vectorial de un cierto K".
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Ejemplo 29. Supongamos que tenemos un sistema homogéneo de m ecuaciones con n incég-
nitas AX = 0. Cada solucién del sistema es un elemento del conjunto K". El conjunto formado
por todas las soluciones del sistema es un subespacio vectorial deK". En efecto, si (sy, ..., $n)
y (&1, - .., tn) son soluciones del sistema, entonces, llamando Sy T a las matrices columna
que tienen por elementos los de cada una de las soluciones, tenemos que AS = 0y AT = 0;
asiA(S+ T) = AS+ AT =0+ 0 =0yportanto (s; + ,,...,Sn + tn) es solucién del sistema.
Cuando tomamos un niimero k € K, y S solucién del sistema, entonces A(kS) = kAS = 0y
por tanto (ksy, .. ., ksn) es también solucién del sistema.

A continuacién estableceremos que cada subespacio vectorial de un espacio vectorial V de di-
mension finita puede ser interpretado como el conjunto de soluciones de un sistema de ecua-
ciones. Para ello debemos considerar una base de V, digamos B = {e), e, ..., en} respecto de
la cual consideraremos las coordenadas de cada vector.

Si U es un subespacio vectorial de dimensién r < n, entonces podemos tomar una base de U

formada por r vectores: By = {u, Up, . . ., ur}. Supongamos que conocemos los vectores u; en
funcién de la base B:
uj = (@, @i, - - ., Ani)B i=1,...,r
Cualquier vector x € U se expresa como combinacién lineal de los u;, digamos x = A juy +-- -+
Arur. Six = (x1,x2,...,Xn) g €Ntonces tenemos:
(XI,xz,...,Xn)’: ’\l(allsazl""vanl)+

A(a12, a2z, ..., Gn2)+

A"(all" @r, ..., anr)

e igualando coordenadas obtenemos unas ecuaciones paramétricas de U respecto de la base
B

xi=\|ag |{ M+ | a2 | o+ ... + | &r Ar
Xo=|az | Mi+ | a2 | Mo+ ... + ay; | Ar
Xn = | Qp) /\]+ an2 A2+ e + Qnr | Ar

en las que aparecen, acompaiiando a cada parametro y por columnas, las coordenadas de los
vectores de la base de U. Hay una estrecha relacién entre base de un subespacio y ecuaciones
paramétricas que nos permite pasar de un concepto al otro de forma automatica. Por otra parte
estas igualdades se pueden interpretar como el conjunto de soluciones de un cierto sistema de
ecuaciones con n incégnitas. Es facil notar que, puesto que 0 € U, la solucién trivial es una de
las que aparece en este conjunto, por lo que el sistema es necesariamente homogéneo. De las
ecuaciones de un sistema homogéneo cuyo conjunto de soluciones sea el anterior diremos que
son unas ecuaciones cartesianas (o implicitas) de U respecto de la base B. Estas ecuaciones nos
dan las condiciones que tienen que cumplir las coordenadas de un vector para que pertenezca
al subespacio en cuestion.

Ejemplo 30. Consideremos el subespacio vectorial de R® formado por las soluciones del siste-
ma homogéneo
X1+x+x3 = 0

Despejando una de las incégnitas en funcién de las demds tenemos:

X} = —X2 — X3
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Tomando x; y x3 como parémetros, digamos \ y 1, podemos escribir:

{ n=|-1|A+|-1|p

Xo=|1 |2+ 0 |u
x3=| 0 | A1 |u

O sea, todo vector del subespacio es combinacion lineal de los vectores formados por los coefi-
cientes de cada uno de los pardmetros. Tenemos asf que {(—1,1,0), (—1,0, 1)} es una base del
subespacio.

Existen varios métodos para calcular unas ecuaciones cartesianas de un subespacio, entre ellos
el de eliminaci6n de pardmetros (que veremos en el ejemplo 33) y también el siguiente:

Six = (x1,x2,...,%n)p €s un vector de U, entonces x es combinacién lineal de w,, .. ., ur y, por
tanto, todos los menores de orden r + 1 de la matriz

ay a2 ... ar (XN
ay QG ... ar | X2
any an2 ... Qnr | Xn

deben ser 0. Esto nos proporciona un sistema de ecuaciones homogéneo en las incégnitas
X1, X2, - . ., Xn que es verificado por las coordenadas de cualquier vector de U.

Por 1ltimo, para pasar de las ecuaciones cartesianas de un subespacio a las paramétricas basta
resolver el sistema. Resumimos en un pequeiio diagrama estas relaciones:

Sistema de generadores |<—— Base
Ec. cartesianas puar Ec. paramétricas

Ejemplo 31. En el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3, P3(R),
consideramos el subespacio

P = {p(x) € P3(R)| p(x) = p(-x)}

Para calcular unas ecuaciones paramétricas o cartesianas de P necesitamos en primer lugar
una base del espacio P3(R), por ejemplo B = {1, x,x%, x3}. Asi, dado un polinomio p(x) =
o + a1X + ax* + azx° sus coordenadas en funcioén de la base B son (agy, a,, ay, a3). Para que
el polinomio p(x) = ag + a,x + a;x* + a3 x> pertenezca a P debe ocurrir

p(x) =ap + ayx + azx2 + a3x3 =ay—aqx+ azx2 - a;:,x3 = p(—x)

con lo que
2a1x +2a3x° =0

a1=0
a3 =0

es decir,
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que son unas ecuaciones cartesianas de U.
Resolviendo este sistema obtenemos las ecuaciones paramétricas

a = A
a =0
a = p
a3 =0

y de aqui obtenemos la base {(1,0,0,0)g, (0,0, 1,0) g}, es decir, una basede P es {1, xz}.

2.5. Ecuaciones cartesianas y dimension de un subespacio

Sillamamos n = dim V y r = dim U, entonces en unas ecuaciones parameétricas de U apare-
cen r parametros. Dado un sistema homogéneo con n incégnitas, para que la solucién dependa
de r parametros es necesario que la matriz de coeficientes tenga rango n — r, con lo que debe
tener, al menos, n — r ecuaciones. Por otra parte, si tiene mas de n — r ecuaciones, las que ex-
ceden pueden hacerse cero mediante transformaciones elementales en el sistema. Asi, solemos
escribir la férmula

entendiendo que se trata de un sistema en el que no pueden eliminarse ecuaciones por trans-
formaciones elementales (o bien, el niimero de ecuaciones se cuenta en el sistema escalonado
reducido equivalente).

Esta relacién entre la dimension y el niimero de ecuaciones cartesianas puede ser titil también
cuando tratamos de calcular las ecuaciones cartesianas de un subespacio, como prueban los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 32. ConsideremosenR3 el subespacio U generado por los vectores (1, —1,0) y(1, 1,0),
entonces unas ecuaciones paramétricas de U son:

xXp=A+p
U= Xp=-A+p
x3=0

Como U tiene dimensién 2 en un espacio de dimensién 3 s6lo necesitamos 1 ecuacién carte-
siana para describir U, y evidentemente x3 = 0 es una tal ecuacioén.

Ejemplo 33. Sea U el subespacio de los ejemplos 27 y 28. Una base de U es:
{(1,0,1,1),(0,1,1,0)}

A partir de ella, obtenemos las ecuaciones paramétricas:

X3 = A
X2 = p
X3 = Ap
X4 = A
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Obtendremos ahora unas ecuaciones cartesianas de U por eliminacién de parémetros. Puesto
que U es un subespacio de R* de dimensién 2, ha de tener dos ecuaciones cartesianas. Toma-
mos una de las ecuaciones paramétricas (en este caso la primera), y la usamos para eliminar
uno de los parametros en las restantes:

X2 = d
X3—Xx = p
xq-x3 = 0

De esta forma nos quedan un pardmetro menos y una ecuacién menos (ya no ponemos la que
hemos usado). Repitiendo el proceso con la segunda ecuacién se obtiene

X3—Xx—X2 = 0
X4-x = 0
En este momento tenemos dos ecuaciones y ningiin parémetro, es decir, tenemos ya unas ecua-
ciones cartesianas de U. Reordenando queda

UE{ X1+ X2 — X3
X1 — Xq

|
oo

2.6. Interseccion de subespacios

Dados dos subespacios U y W de un espacio vectorial V podemos considerar su interseccién
UNW C V.Dados x,y € UNn Wya,b € K el vector ax + by estd en U por ser subespacio
y también estd en W por la misma razén; asi tenemos que ax + by € U N W, luego UN W es
también subespacio vectorial de V.

En general, dada una familia cualquiera {U;; i € I} de subespacios vectoriales de V, su inter-
seccion ;¢ ; U; es de nuevo un subespacio de V (el mayor subespacio de V contenido en todos
ellos).

En la prictica encontraremos a menudo un par de subespacios U, W de un espacio vectorial
de dimensién finita y necesitaremos calcular su interseccion; para ello nos serdn de utilidad las
ecuaciones cartesianas de ambos subespacios. Las ecuaciones cartesianas de U (resp. W) son
las condiciones que tienen que cumplir las coordenadas de un vector para estar en U (resp. W),
asi bastar4 reunir todas las ecuaciones cartesianas y obtendremos las de UN W. Hay que hacer
notar que posiblemente en el sistema obtenido por este método puedan eliminarse ecuaciones
mediante transformaciones elementales (es decir, algunas ecuaciones son combinacién lineal
del resto), lo que se tendra en cuenta para el calculo de la dimension.

Ejemplo 34. Consideremos en R3 los subespacios
U= {(n1,%,x3) | x1 + X2 + x3 = 0}

y
w=1L((1,1,1),(1,1,0),(-1,-1,1))

Para calcular su interseccién necesitamos las ecuaciones cartesianas de W. En primer lugar, a
partir del sistema de generadores obtenemos una base:

1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 0 ~f 0 0 -1 ~f 0 0 1
-1 -1 1 0 0 2 0 0 O
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Luego una base de W es {(1,1,0),(0,0,1)}. Puesto que cada vector de W serd combinacion
lineal de éstos, sus coordenadas han de verificar (x),x2,x3) = A(1,1,0) + £(0,0,1) = (A, A, i)
para ciertos pardmetros \ y u y por tanto, unas ecuaciones paramétricas de W son:

X =A
W= X2 = A
X3 =p

Eliminando pardmetros obtenemos la cartesiana: x; — x; = 0.

Asi pues, unas ecuaciones cartesianas de U N W son

UOWE{ Xp+x2+x3 =0

X — X =0

Yy como ninguna ecuacién puede eliminarse mediante transformaciones elementales tenemos
que la dimensiondeUNW es3 —2 = 1.

2.7. Suma de subespacios

La unién de dos subespacios vectoriales U, W de un espacio vectorial V no es, en general, un
subespacio vectorial como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 35. EnR? consideramos los subespacios U = {(x,0) | x € R} (que representa a todos
los vectores en el eje horizontal) y W = {(0,y) | y € R} (que es el eje vertical). Entonces, los
vectores (1,0) y (0, 1) estdn en U U W, pero su suma (1, 1) no estd ni sobre el eje horizontal ni
sobre el vertical, es decir, no pertenece a U U W y por tanto éste no es un subespacio vectorial.

Al menor subespacio que contiene a U U W lo llamamos suma de los subespacios U y W y
lo denotamos U + W, es decir, U + W = L(U U W). Este nombre de suma puede justificarse
comprobando que

U+W={u+w|lueclU,we W}

En efecto, el conjunto {u+ w | u € U, w € W} esté contenido en L(U U W) puesto que éste es
subespacio y por tanto cerrado para la suma. Pero no es dificil comprobar que este conjunto es
un subespacio vectorial y puesto que contiene a U y a W esta contenido en el subespacio que

generan.
Para el cdlculo de la suma de dos subespacios reunimos las bases de ambos:

si{uy,up,..., ur} esunabasede Uy {wy, ws, ..., ws} es una base de W, entonces el conjunto
{w,uz,...,ur,wn, ws,..., ws}esunsistema de generadoresde U + W.

En efecto, si v = u+ w € U + W entonces u se puede escribir como combinacién lineal de una
base de U, digamos
u=au +---+arur

y de forma analoga
w = b[ll!] + -+ bsws
Ast:
v=u+w=ay+--+arur+bywy +---+ bsws
y por tanto todo vector de U + W se puede escribir como combinacién lineal de

{w,uz, ..., ur,un, wy, ..., ws}
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Ahora, a partir de este sistema de generadores de U + W puede calcularse una base o unas
ecuaciones paramétricas y desde ellas las cartesianas.

La definicién de suma de subespacios puede generalizarse para una familia cualquiera de sub-
espacios {U; ; i € I} escribiendo:

SierUi = L(J Uy)
iel
Ejemplo 36. Consideremos los subespacios del ejemplo 34:
U={(x1,%,x3) | x1 + X2 + x3 = 0}

y
W = L((1,1,1),(0,0,1))

Para calcular U+W necesitamos una basede U, por lo que resolvemos el sistema de ecuaciones

cartesianas y obtenemos:
X = A
Xy = 7
X3= -\ - 1

Asi{(1,0,—-1),(0,1,—1)} es una base de U. Un sistema de generadores para U + W viene dado
por
{(1,1,1),(0,0,1),(1,0,-1),(0,1,—-1)}

Finalmente, obtenemos una base de U + W a partir de este sistema de generadores:

11 1 1 1 1 1 0 2 1 0 0
00 1 0 0 1 01 -1 01 0
10 <1 7Tlo -1 2| 7lo o 1| 7lo o1
g 1 -=} g 1 =3 0 0 -3 0 0 0

Asi pues, una basede U + W es {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}, y en consecuencia U + W = R3.

Calculode U + Wy UN W

Dados subespacios U y W de un espacios vectorial V:

1. Reuniendo las ecuaciones cartesianas de U y W se obtienen unas ecuaciones car-
tesianas de U N W (y posiblemente algunas puedan ser eliminadas por transforma-
ciones elementales).

2. Reuniendo las bases de U y W se obtiene un sistema de generadores de U + W (y
posiblemente algunos vectores deban ser eliminados para obtener una base).

2.8. Suma directa de subespacios

Bajo ciertas circunstancias, a la suma de subespacios se le llama suma directa y se utiliza el
simbolo @ en lugar de +. En general, cualquier vector de una suma de subespacios se puede
expresar como suma de vectores, uno en cada subespacio; cuando para cada vector esta forma
de expresarlo es tinica decimos que se trata de una suma directa de subespacios.

Dada una familia finita de subespacios Uj, Us, . . ., U diremos que es independiente si
un(3_U)=0 Vi=1,...,m
J#i
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En el caso particular de dos subespacios, la condicién es U; N Uz = 0.

PROPOSICION

La suma de subespacios Uy + Uz + --- + Up es suma directa si, y solo si, la familia
Ui, 0515 Um es una familia independiente.

DEMOSTRACION. Supongamos que cada vector tiene una expresién tinica como suma de vec-
tores en los Uj, entonces si v € U; N (3° i Uj) podemos escribir v = v+ 0 + --- + 0 donde
v € U;y0 € Ujcuando j # i, pero también v = 0 + (3_;; vj) con v; € U;y 0 € U; conlo que
tendriamos dos expresiones distintas de v como suma de vectores en cada uno de los subespa-
cios, salvo que todos los vectores que aparecen sean nulos, es decir, v = 0. Ahora supongamos
que la familia es independiente y que tenemos dos expresiones de un mismo vector:

V=AUt Um =+ + o+ Um

donde los subindices indican el subespacio al que pertenecen. Entonces, agrupando conve-
nientemente, tenemos que

u—v = (2 —U)+(—uz3)+ -+ (Um — um)

esunvectoren U; y tambiénen 3_;,, U;y como se trata de una familia independiente debe ser
uy — v, = 0, esdecir ) = v;. El mismo razonamiento puede hacerse para cualquier indice y la
demostracién estd terminada. O

Dado un subespacio vectorial U de V, llamaremos subespacio complementario (o suplemen-
tario) de U a cualquier subespacio W verificando que U & W = V. En el caso de un espacio
vectorial de dimensién finita, es facil calcular un subespacio complementario de uno dado. Para

ello basta aplicar el Teorema de ampliacion de la base. Supongamos que {u;, Uz, . .., ur} es una
base de U, entonces existen vectores { Uy, . .., Un} de maneraque {u;, Uy, . .., Ur, Ur41,---, Un}
es una base de V. Entonces W = L(vy4,,..., Un) s un subespacio complementario de U. En

efecto, la suma de ambos es V puesto que al unir las bases de ambos obtenemos un sistema
de generadores de V, pero por otro lado la interseccién es cero por ser un conjunto de vectores
linealmente independientes.

Ejemplo 37. En el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 3 consideramos el
subespacio del ejemplo 31:

P = {p(x) € P3(R) | p(x) = p(-x)}

Seguin vimos, una base de P es {1,x%}. Para ampliar esta base a una base de todo el espa-
cio tenemos muchas (infinitas) opciones. Una de ellas puede ser elegir los vectores {x, x!; y
obtenemos que I = L(x, x°) es un subespacio complementario de P (el subespacio de los po-
linomios que verifican p(x) = —p(—x)); pero cualquier otra opcién es vdlida, por ejemplo
W = L(1 + x, X* + x°) es otro complementario de P.
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2.9. Formula de las dimensiones

Si en un espacio vectorial V de dimensién n tenemos subespacios U de dimension ry W de
dimensién s, nos planteamos conocer la relacién entre las dimensiones de la suma y la inter-
seccionde Uy W.

Formula de las dimensiones
Si U y W son subespacios de un espacio vectorial de dimension finita, se verifica:

dim U +dim W = dim (UN W) +dim (U + W)

DEMOSTRACION. Llamemos r = dim U, s = dim Wy m = dim(U n W). Tenemos que
probar que dim(U + W) = r + s — m. La idea es partir de una base de U N W, digamos
v, s, .., Um que es un conjunto de vectores linealmente independientes y ampliarlo a una ba-
se de U anadiendo vectores u,, 1, Um42, ..., Ur; pero también hasta una base de W mediante
vectores Wy 41, Wm+2, - - - , Ws. Consideremos el conjunto de r + s — m vectores:

{Ulvav"-vay um+l»um+2»~~-aur1 wm+l,wm+2»---1ws}

y probemos que es una base de U + W. Que es sistema de generadores es inmediato por ser la
unién de las bases de U y W; veamos pues que es linealmente independiente: si tenemos una
combinacién lineal

0=ayvy + -+ amVm + bpy1Umi1 + -+ + britr + Cpy 1 Wing1 + -+ - + CsWs
entonces
v=ay + -+ amUm + bpiiUmir + -+ brr = —Cmyp1 Wmiy — 0 — CsWs

es un vector que estd en U N W, con lo que se escribe de forma tinica en funcién de la base
correspondiente:

v=divy+datr + -+ dmvm=ayvy + -+ amvm + b1 Umsy + -+ + brur
Pero en ese caso tenemos la combinacion lineal
0=(ay —di)nn + -+ (am — dm)Vm + bpi1Um1 + -+ + brur

enlaqueporser{v,...,Um, Uni1,..., Ur} vectores linealmente independientes todos los coe-
ficientes deben ser cero. Asi tenemos que los escalares b; son cero. Ahora queda

O=ayvy + -+ amVm + Cpy1 Wmy1 + - -+ + CsWs

yaplicando que {vy,. .., Um, Wn+1, ..., Ws} sonlinealmente independientes obtenemos que los
coeficientes a; y ¢; son también nulos.

La férmula de las dimensiones puede evitarnos en muchos casos el cilculo del subespacio suma
o interseccion de dos dados, como se muestra a continuacion:

Ejemplo 38. En el ejemplo 34 habiamos calculado U N W que tiene dimension 1. Puesto que
dim U = 2 = dim W, entonces dim (U + W) = 2 + 2 — 1 = 3 con lo que necesariamente
U + W = R3, tal como se obtenia en el ejemplo 36.
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1.2 Espacios y subespacios vectoriales 29

2.10. Espacio vectorlal cociente
Sea V un espacio vectorial sobre K y sea U < V. Podemos definir la relacién binaria en V

vr~wev—welU

| PROPOSICION

| Larelacion anterior es de equivalencia, es decir, verifica las propiedades:

1. Reflexiva: v ~ v; Yv e V.
2. Simétrica: si v ~ w entonces w ~ v.

3. Transitiva: siv ~ wy w ~ z entonces v ~ z.

DEMOSTRACION. Para cualquier vector v € V se tiene v — v = 0y el vector cero pertenece a todo
subespacio, en particular a U; asi v ~ v. Para la simétrica supongamos que v ~ w, entonces
v — w € U ysuopuesto w — vtambién pertenece a U con lo que w ~ v. Por dltimo, si v ~ wy
w ~ z,entonces v — wy w — zestan en U y por tanto (v — w) + (w — z) = v— z € U por ser
cerrado para la suma; tenemos entonces que v ~ z. 0

Consideramos ahora, para cada vector v € V, el conjunto de todos los vectores relacionados
conv: {w € V | v ~ w} al que llamaremos la clase de equivalencia de v y diremos que v es
un representante de su clase de equivalencia. Es inmediato que dos clases de equivalencia son
iguales si, y s6lo si, sus representantes estan relacionados.

PROPOSICION

La clase de equivalencia de un vector v es:

} v+U={v+u|ue U}

DEMOSTRACION. Si v ~ w, entonces v — w = u € U, porlo que w = v+ (—u) y por tanto estd en
el segundo conjunto. Por otra parte es facil ver que v — (v + u) = —u es un vector de U, y por
tanto vy v + u estdn relacionados. O

Observemos que en particular la clase del vector 0 esta formada por los vectores del subespacio
U, esdecir, 0 + U = u + U Vu € U. Al conjunto de todas las clases de equivalencia de los
vectores de V lo llamamos conjunto cociente de V sobre U y lo denotamos V/U.

PROPOSICION

El conjunto V' /U tiene estructura de K-espacio vectorial con las operaciones:

Suma: (v+U)+(w+U)=(v+w)+ U.

Producto por escalares: A(v+U) = (Av) + U.

DEMOSTRACION. En cada una de las operaciones hay que probar que el resultado no depende
del representante de cada clase que se haya elegido. Para la suma consideremos dos represen-
tantes diferentes para cada una de las clases:

v+U=vV+U y w+U=uw+U
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100 Il. Espacios vectoriales

La suma de los dos primeros representantes proporciona la clase de equivalencia (v + w) + U,
mientras que usando el segundo par de representantes obtenemos la clase (v +w')+ U. Para ver
si se trata de la misma clase calculamos v+ w— (V' +w') = (v—v') + (w—w'), que es la suma de
dos vectores de U y por tanto estd en U, con lo cual las dos clases son iguales. De forma similar,
siv+ U =V + U, entonces v — v € Uy, como U es cerrado para el producto por escalares,
obtenemos av —av' = a(v—v') € U,conlocual a(v+ U) =av+ U = aV' + U = a(v' + U).O

Bases y dimension de un espacio vectorial cociente

Si V es un espacio vectorial de dimension finita n y U es un subespacio de dimension r
de V, entonces dim (V/U) = n — r y una base del espacio vectorial cociente viene dada
por las clases

{Ur+] +U,vrp2+ U,...,0n+ U}

donde {vy 1, V42, ..., Un} son vectores que amplian una base de U hasta una base de V.

DEMOSTRACION. Supongamos que {uy, Uy, . . ., ur} forman una base de U y consideremos vec-
tores {Vri1, Vri2,...,Un} de forma que {wy, up, ..., ur, Vry1, Vry2,...,Un} sea base de V. En-
tonces, dado cualquier vector x € V se puede escribir en funcién de esta base

v=xX1Uy + -+ XrUr + Xpp Vg1 + 00+ XnlUn

y tomando clases de equivalencia, puesto que u; + U = 0+ U paracadai = 1,...,r se tiene
que
v+ U= xr11(Vr41 + U) + -+ + xn(vn + U)

y por tanto el conjunto es sistema de generadores para V/U. Para ver que son linealmente in-
dependientes escribamos una combinacién lineal:

0+ U= a,+1(vr+1 + U)+"'+an(Un+ U) = (a,—+1ur+1 +"'+anUn)+ U

Puesto que las dos clases son iguales tenemos que @, jVry) + - -+ + anvn € U, y por tanto se
puede escribir en funcion de la base de U:

Qr4\Vpy1 + -+ Gnon = byug + - - + brur
Pasando todo al primer miembro queda:
—byuy + -+ — brur + @Gr 1 Vryp1 + -+ @nvp =0

y como los vectores son una base, y por tanto linealmente independientes, se tiene que todos
los escalares son nulos, en particular @, = --- = ap = 0.0

Esta demostracion nos da también un método para calcular las coordenadas de una clase de
equivalencia respecto de una base de V /U.

Ejemplo 39. EnR3 consideramos el subespacio U de ecuaciones cartesianas
U=x+y+z=0.

En cada uno de los apartados, estudiamos si las parejas de vectores determinan o no las mis-
mas clases de equivalencia.

1. v=(1,4,5); w = (2,4,1) comov — w = (—1,0,4) ¢ U entonces v y w no estan relacio-
nados y por tanto no determinan la misma clase de equivalencia.
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1.2 Espacios y subespacios vectoriales 101

2. v=(1,4,5); w=(2,3,5), calculamosv—w = (-1,1,0) € U yportantov+ U = w+ U.
Vamos a calcular ahora una base de V [ U; para ello tomamos una base de U, por ejemplo:
{(lv "1’0)’ (1,0, —l)}

y ampliamos hasta una base deR3, por ejemplo afiadiendo el vector (0,0, 1), y entonces la clase
de este vector es unabaseparaV/U: 3 = {(0,0,1) + U}. Si nos piden calcular las coordenadas
de un vector del espacio vectorial cociente en esta base, digamos (1,2,1) + U, escribimos en
primer lugar (1,2, 1) en funcién de la base de V obtenida, es decir:

(1,2,1) = —2(1,-1,0) + 3(1,0, —1) + 4(0,0,1)
y tomando clases de equivalencia queda
(1,2,1)+ U=-2(0+ U)+3(0+ U) +4((0,0,1) + U) = 4((0,0,1) + U)
conloque(1,2,1) + U = (4)3.
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3. Espacios vectoriales euclideos

3.1. Productos escalares

Sea V un R-espacio vectorial, un producto escalar en V es una aplicacion
<, >»VxV-—5R
verificando las siguientes propiedades:
l. <u,v>=<v,u>; Yuvev.
2. <u+vw>S=<<uw>+<v,w>; Vuv,wev.
3. <au,v>=a<uv> VaeR, YuveV.
4. VueV, <uu> 20y<u,u>=0u=0.
A partir de la definici6n es facil comprobar que se verifican ademas las siguientes propiedades:
5. VueV, <0,u>=<u,0>=0.

6. < zia,-ui,zjijj >= Zi‘ja,-bj < u;, vj > para cualesquiera ay, ...,ar, by,...,bs € R,
Ur,.-..,ur,n,...,Us € V.

Un espacio vectorial euclideo es un par (V,< , >) formado por un espacio vectorial real V'y

un producto escalar definido en él. Notemos que si en un mismo espacio vectorial se consideran
distintos productos escalares se obtienen distintos espacios vectoriales euclideos.

Ejemplo 40. Para cada n, en el espacio vectorial R" la regla

< (X1y--Xn)s (N2 ¥n) >=001+ -+ + Xnyn

define un producto escalar que recibe el nombre de producto escalar usual de R".

Veamos que se verifican los axiomas de producto escalar:

<O, -yyn)(x1,...,x0) > = yixp+ -+ Ynxn
= )+ +Xnyn
= <(xX1,--y%n),(N1y---yYn) >
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104 Il. Espacios vectoriales

<(X1y-- s Xn)+ Wy ¥n)y (21, 020) > = < (q+N,.--vXn+Yn),(21,...,2n) >
= (x+na+...(xn+yn)zn
= (@214 +xn2n) + 121 + - + yn2n)
< (X15---9%n),(21,y-.-,2n) > +
+ < (yl,...,yn),(zl,...,zn) >

<a(xyy...,xn),(Y1,.-.-yyn)> = <(ax,...,axn),(N,---,¥Yn) >
= axqy+---+axpyn
= a(xyn+---+ Xnyn)
= a<(x1y-.-y%n), Vry.--yyn) >

< (X1y--eyXn)y (Xy.eoyXn) > = Xf+~~~+xf,20
< (Xt,.--y%n),(X1,.-.,%0) >=0 & xf+~-~+xf,=0
S Xp=Xp=---=Xp=
& (x1,...,x1) = (0,0,...,0)

Ejemplo 41. En el espacio vectorial Pn(R), de los polinomios de grado menor o igual que n
con coeficientes en R, se tiene el producto escalar dado por:

1
< p(x), q(x) >= /o p(x)q(x)dx

Por ejemplo, sienP,(R) se consideran los polinomios p(x) = 22 +1yq(x) = 2x+3 su producto
escalar es:

1
< p(x),q(x) >= /l p(x)q(x)dx = /l(Zx3 +3x2+2x+3)dx = %x" +x3 422 +3x] = 131-
0 0 0

Ejemplo 42. En el espacio vectorial Mn(R) de las matrices cuadradas de orden n se define un
producto escalar por:

n
<AB>= tl‘(ABl) = Z a,-jbij
ij=1
Asi por ejemplo, en M3 (R) el producto escalar de las matrices

A= 4)r2= 6 s)

3 o, (4 10\ _
<A,B>—tT(AB)—tr(lo 20)_24

es:
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1.3 Espacios vectoriales euclideos 105

3.2. Matriz de Gram. Expresion matricial del producto escalar

Sea (V,< , >)un espacio vectorial euclideo de dimensio6n finitay sea B = {u;,..., un} una
base de V; denotemos para cada iy cada j: a;; =< u;, u; >. Se llama matriz de Gram (o matriz
métrica) respecto de la base B a la matriz:

Nétese que por el axioma 1 de la definicién de producto escalar se tiene para cualesquiera i, j
que:
ajj =< Uj, Uj >=< Uj, u; >= aj;
Asi pues una matriz de Gram es siempre simétrica.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 43. Consideremos el espacio vectorial euclideo R" con el producto escalar usual. Si
denotamos por B = {ey,. .., en} a la base canénica de R" entonces < e;, e >=4; (el simbolo
de Kronecker) y en consecuencia la matriz de Gram respecto de la base candnica es la matriz
identidad de orden n.

Ejemplo 44. Consideremosen R3 conel producto escalar usual, labase B' = {(1,0,0),(1,1,0),
(1,1,1)}, entonces:

<upu >=1 <uju>=1 <u,uz>=1
< Up,Up >=2 <up,uz3>=2 <us,uz>=3

Luego la matriz de Gram respecto de esta base es:
1 1 1
1 2 2
1 2 3

Ejemplo 45. Consideremos en el espacio vectorial P,(R) el producto escalar del ejemplo 41.
Para la base estdndar B = {1, x, x*} se tiene:

<L1>=fyde=xp=1 <xx>=fitde= 5] =4
1 1 1 41!
<Lx>=flxr=%] =}  <x@>=[fiPfd=%] =}
1 1
<LP>=fide= %] =} <2 2>=[irdr= %] =}
Luego la matriz de Gram respecto de esta base es:

1 1/2 1/3
(1/2 1/3 1/4)
1/3 1/4 1/5
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106 Il. Espacios vectoriales

Veamos ahora c6mo la matriz de Gram facilita el calculo del producto escalar de dos vectores
en funcién de sus coordenadas. Dados vectores x,y € V de coordenadas x = (xi,...,Xn)B,
y=(0On,.-.,yn)psetiene:

<x,y> = <xu+---+Xnun, 1 +---+ ynn >
n
= E Xiyj < U, uj >
ij=1
n
= D axy
i,j=1
o matricialmente:
ay ... an n
<xy>=(x ... xn) :
Qp ... QGnn ¥Yn
Asi pues, denotando
X1 n
X=]:]1;Y=]". |
Xn Yn !
se obtiene:
< x,y >= X'AY

Esta férmula recibe el nombre de expresi6én matricial del producto escalar respecto de la ba-
se B. Nétese que esta expresién matricial permite, conociendo la matriz de Gram (esto es: el
producto escalar de los vectores de la base), calcular el producto escalar de cualesquiera dos
vectores. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 46. Consideremos en R? la base canénica B = {e,, e;}. Si de un producto escalar se
conoce que

<e,e>=1 <e,ep>=1 <e,e>=2
entonces la matriz de Gram es:
1 1
G 2)

Ast pues, para los vectores u = (2,3) yv = (1, 2) se tiene:

<u,v>=<(2,3),(1,2) >= (2 3) G ;) (;) =(5 8) (;) =21

3.3. Matriz de Gram y cambio de base

Parece lgico pensar que las matrices de Gram del mismo espacio vectorial euclideo respecto
de distintas bases estén relacionadas de alguna forma. Veamos exactamente c6mo: sean By B/
bases de V y sea P la matriz del cambio de base de B’ a B, entonces la ecuacién de cambio de
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1.3 Espacios vectoriales euclideos 107

base viene dada por X = PX’. Si llamamos A y C a las matrices de Gram respecto de By B
respectivamente, entonces:

<x,y>=Xay; <xy>=Xx‘cy
Con lo cual .
< x,y >= (PX")'A(PY') = X""(P'AP)Y’
y en consecuencia:
C=P'AP
De dos matrices A y C tales que existe una matriz regular P de forma que C = P'AP se dice que
son matrices congruentes. Asi pues hemos obtenido:

PROPOSICION

' Las matrices de Gram de un espacio vectorial euclideo respecto de distintas bases son
l congruentes.
|

Ejemplo 47. Consideremos el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar usual. De-
notemos por B a la base canénicade R y por B' a la base{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}. La matriz
del cambio de base de B' a B es:
1 1 1
P= (0 1 1)
0 0 1

y la matriz de Gram respecto de B es la matriz identidad. Por tanto la matriz de Gram respecto

de B’ ha de ser:
1 0 O\ /1 1 1 1 11
Pip=|1 1 o|fo 1 1]=(1 2 2
1 11/ \0 01 1 2 3

como ya habiamos visto en el ejemplo 44.

3.4. Norma de un vector

Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo, se define la norma (0 médulo) de un vector
u € Vpor:
lul = v<uu>

(considerando la determinacién positiva de la raiz cuadrada). Nétese que puede tomarse tal
raiz puesto que por la definicién de producto escalar < u,u > >0; VYue V.

Es importante tener presente que la norma depende del producto escalar que se esté usando y
si se cambia el producto escalar varia la norma de los vectores.

Ejemplo 48. EnR" con el producto escalar usual se tiene:

I xn)ll = G+ +
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108 Il. Espacios vectoriales

Ejemplo 49. EnPn(R) con el producto escalar del ejemplo 41 la norma de un polinomio p(x)
vendrd dada por:

1
Ip(x)] = /0 p(x)2dx

Asi, por ejemplo, el polinomio p(x) = x + 1 tiene norma:
1 1 X3 1 7
[lp(x)|| = / (x+1)2dx = / (x%2 +2x+ 1)dx = —+x2+x] =14/z
0 0 3 0 3

De la definicion de producto escalar se obtienen de forma inmediata las siguientes propiedades
para la norma:

Propiedades de la norma

Sea (V,< , >)un espacio vectorial euclideo y sean u € V, a € R, entonces:
(1) ||ul| = 0.

2)||lul| =0« u=0.

3) ||laul|| = |a| ||ul|.

De un vector u se dice que es un vector unitario si tiene norma 1. A partir de un vector cual-
quiera v € V podemos obtener uno unitario dividiendo por su norma, ya que por la propiedad
3 anterior se tiene:

v 1
— | = —|lv]| =1
Il o [ ol vl

Una propiedad menos inmediata y bastante importante es la que sigue:

TEOREMA (Desigualdad de Schwartz)
Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo. Para cada x,y € V se verifica:

|<xy>| <]l Iyl

DEMOSTRACION. Si y = 0 el resultado es claro, supongamos pues que y # 0. De la definicién de
producto escalar se obtiene que, para todo A € R, se tiene:

<X=A,x=Ay> 20

En consecuencia:
< X, X> —2)\<x,y>+A2<y,y> >0

Ahora, tomando \ = 2—;% se tiene:

<x,y>2+<x,y>2

<xx>-2 2
<),y> <¥y.y>
Es decir: "
XY >
llx)|? — =25 >0
llvlI2
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Multiplicando por ||y||*:
Iyl - < x,y >2> 0

de donde:

<x,y >2< [lxlllyl®
y finalmente:

| <xy>|<|x]yl
O

Como consecuencia se obtiene:

Desigualdad triangular (o de Minkowski)

Sea (V,< , >) unespacio vectorial euclideo. Para cada x, y € V se verifica:

llx+ ¥l < llxll + Iyl

DEMOSTRACION. Usando la desigualdad de Schwartz:

X+ YP =< x+y,Xx+y>=<X,Xx>+2<X,y>+ <Y,y >=

= lxI? +2 < x,y > +lylI? < 2% + 2lix) Iyl + Iyl® = (=) + lIyi)?
Asi pues:
llx + yII? < (=l + [yl
y siendo ambos términos de la desigualdad positivos, se obtiene:

llx+ yll < llxll + [yl

Ejemplo 50. Aplicadas al caso del espacio euclideoR" con el producto escalar usual, las desi-
gualdades de Schwartz y Minkowski afirman que, para cualesquiera numeros reales x, , . . . , Xn,
W, ---,Yn, severifica:

s+ xnyal <\ 4+ BB+ +9R)

\JZ(xi"‘.Yi)z S\J Xf+\J v?
i=1 1
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3.5. Angulo entre dos vectores. Vectores ortogonales

En virtud de la desigualdad de Schwartz, para cada dos vectores x e y en un espacio vectorial

euclideo se verifica: | |
<xy>
==t 21<
Il llyll
Y por tanto:
<xy>
-1 ———<1
llxll iyl
Llamaremos 4ngulo entre los vectores x e y al inico niimero real o, 0 < a < 7 de forma que:
<xy>
cos(a) = ———
@ = T o
Estg definicién algo artificial tiene su origen en la definicién clasica del producto escalar en R?
yR%:

<xy>=|x|l Iyl cos(e)
Notemos que, al igual que en el caso de la norma, la definicién de angulo depende del producto
escalar que se considere. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 51. En R? con el producto escalar usual, si x = (x1,x%) ey = (y1,)2), entonces el
dnguloentrex ey es:

a = arccos ( INt o) )
VE+BVR+%

Ast por ejemplo, el dngulo entre los vectores x = (1,1) ey = (1,0) es:

1 ™
arccos( %) =3

Ejemplo 52. Consideremos ahora enR3 el producto escalar dado por:

< (x1, %), (N, 12) >= 300 + X2y
Entonces el dngulo en este espacio euclideo entre los vectores x = (1,1) ey = (1,0) es:

3 V3
arccos{ —=) = arccos(—
(2 3) ()

7 3

Sea(V,< , >)unespacio vectorial euclideo. Se dice que los vectores x, y € V son ortogonales,
y se denota por x L y, si < x,y >= 0 (o equivalentemente si el angulo que forman es %).

Ejemplo 53. Consideremos P>(R) con el producto escalar del ejemplo 41. Los polinomios
p(x) = x — 1 yq(x) = 3x — 1 son ortogonales, puesto que:

1 1
< p(x), q(x) >= /o p(x)q(x)dx = /o (x - 1)(3x - 1)dx =

1 1
=/ (3x2—4x+l)dx=x3—2x2+x]o=1—2+1=0
0
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3.6. Bases ortogonales y ortonormales

En lo que sigue se consideraran tinicamente espacios vectoriales de dimensién finita. Dado un
espacio vectorial euclideo (V,< , >),unabase B = {ey,...,en} de V se dice que es una base
ortogonalssi los vectores que la forman son ortogonales dos ados, estoes: < ¢;,¢; >=0, Vi # j.
Se dice que B es una base ortonormal si es ortogonal y ademas todos los vectores que la forman
tienen norma l, estoes: ||gf| =1, Vi=1,...,n.

El siguiente resultado es consecuencia evidente de las definiciones anteriores:

LEMA

| Sea(V,< , >) un espacio vectorial euclideo y sea B = {ey,..., en} una base de V. 1
|
|

Denotemos por A a la matriz de Gram respecto de la base B. Entonces:
1. La base B es ortogonal si, y solamente si, A es una matriz diagonal.
2. La base B es ortonormal si, y solamente si, A es la matriz identidad.

Las bases ortonormales son particularmente cémodas a la hora de efectuar célculos, puesto
que, al ser la matriz de Gram respecto de una base ortonormal la identidad, se obtiene la expre-
sién matricial del producto escalar

<xy>=X'Y=xy;)1+ -+ Xnyn

parax = (xj,...,xn)gey = (,- .-, yn)s- Esto es: tomando coordenadas respecto de una base
ortonormal el producto escalar se calcula como el producto escalar usual de R".
Veamos ahora algunos ejemplos:

Ejemplo 54. EnR" con el producto escalar usual, la base canénica es ortonormal.

Ejemplo 55. En R? con el producto escalar usual, es fdcil comprobar que la base {(1,1),
(1, —1)} es ortogonal, pero no ortonormal, mientras que la base {(7‘5, 715), (715, - \/Li )} esor-
tonormal.

F T : |
PROPOSICION |

La matriz de cambio de base entre dos bases ortonormales es una matriz ortogonal. Esto
es, verifica:

P! — p- 1 |

DEMOSTRACION. Sean By B’ dos bases ortonormales de un espacio vectorial euclideo V y lla-
memos P ala matriz del cambio de base de B’ a B. Recordemos de la seccién 3.3 que la relacién
entre las matrices de Gram respecto de ambas bases es C = P'AP. Ahora bien, puesto que am-
bas bases son ortonormales se tiene A = C = I, luego se obtiene I = P'IPy de aqui P* = P!
como queriamos demostrar. O

El siguiente resultado muestra cémo calcular ficilmente las coordenadas de un vector respecto
de una base ortogonal u ortonormal.
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PROPOSICION
Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo y sea B = {u,,..., un} una base ortogonal
de V. Entonces, dado un vector x € V se verifica:
< X,u; > < X,Un >
e e L i S e
[l ]| [| n]|

Estoes:x = (x1,..., xn)Bparaxizﬁ‘,sz. i=1,...,n

DEMOSTRACION. Denotemos x = (X1, ...,Xn)p, €sto es: X = X1y + - - - + Xnln. Entonces, para
cada i se tiene:
<X, up> = < X U+ -+ XnUn, U; >
X <up,u>+--+ X< U, U >+ xXn < Un, Uj >
= X< Uj,Uu;j >

2
= xillul|

(por ser la base ortogonal), y en consecuencia x; = —<“—xu—'ﬁj‘—>— .a
1

Los coeficientes que aparecen en la anterior Proposicion, x; = <”’L'f]‘ 7, reciben el nombre de
1

coeficientes de Fourier de x respecto de labase B = {u;, ..., un}.

Ejemplo 56. Sien R® consideramos la base ortogonal B' = {(1,1,1),(1,-1,0), (3,3, ~1)} y
el vector x = (1,2, 1) entonces sus coordenadas en la base B' serdn:

<(1,2,1),(1,1,1) > 4

"= ILLDPE 3

e s S (1,2,1),(1,-1,00> -1
(1, —1,0)[]2 2

& <@21),(3,3,-D>_3_1
(3, 3, - DI ;3 3

Es decir, x = (3, 5, 3)p-

3.7. Construccion de bases ortonormales. Método de Gram-Schmidt

LEMA
En un espacio vectorial euclideo (V,< , >) un conjunto de vectores no nulos
{u. ..., ur} ortogonales dos a dos es linealmente independiente.
DEMOSTRACION. Supongamos que a;u; + --- + arur = 0, entonces paracadai = 1,...,r se
tiene:

0=<0,u; >=<ayuy + -+ arur,u; >=ay < Uy, U; > +---+ ar < Ur, U >= a; < u;, U; >
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Puesto que para cada i: < u;, u; >= ||u;||> # Ohadesera; = O paratodoi=1,...,r.0

A partir de una base ortogonal es facil obtener una ortonormal:
LEMA
Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo. Si B = {u;, ..., un} es una base ortogonal

de V, entonces B’ = {4, .., ux"“ } es una base ortonormal de V.
| nil

DEMOSTRACION. Veamos primero que los vectores son ortogonales dos a dos, para i # j:

< U; uj > 1
sl [l AN
Por tanto, segtin el Lema anterior, tenemos una base ortogonal, y puesto que cada vector tiene
norma 1 es ortonormal. O

< U, yj >=0

El método de Gram-Schmidt es un proceso para obtener una base ortonormal a partir de una
base cualquiera B = {u, ..., Un}.

Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo y sea B = {uy,..., un} una base de V,
entonces existe una base ortogonal (resp. ortonormal) {ey, ..., en} de V de forma que
L para cada k se verifica L(u,, . . ., ug)="L{epy"., er).

’ TEOREMA (Teorema de Gram-Schmidt)
\
|

DEMOSTRACION.
Método de Gram-Schmidt
Se calcula:

e = W
€& = U-
< uUn, e > < Un,€p—1 >

én = Un— ——>—€ — - — —_—— ey
" " ! lenal2 "

Estoes,parai=1,...,n:
< ui, ej >
lle;ll?

Probemos por induccion sobre k que {ey, ..., e} es un conjunto de vectores ortogonales dos
ados ytal que L(u,...,ux) = L(e,...,e). Para k = 1 es evidente. Veamos que si es cier-
to para k — 1 también lo es para k. Supongamos pues que los vectores ey, ..., €e,_; son or-
togonales dos ados y L(u;,...,u;_y) = L(ey,...,ex_,). Entonces por la construccion de e,
e, € L(ey,...,ex_1,ux) = L(uy,...,u_y, uy) por hipétesis de induccién y en consecuencia
L(w,...,u;) = L(ey,...,e). Porotra parte, paracada j = 1, ..., k — 1 se tiene:

€=U~ A€ — - —Ajj_1€i-1; CONA;j=

<é€eg> = <U—Ag1€ = — A k161, >
= <Ue>—-X1<e,6>——Agg_1 <€), >
< Uy, e > _Ak,j <eje >
< Uy, € >

= <uk,ej>—‘<Tj’ej—;

<ej,ej >=0

© ITES-Paraninfo



114 Il. Espacios vectoriales

Asipues {ey, ..., en} es una base ortogonal de V. Si se desea obtener una base ortonormal bas-
tara dividir cada vector por su norma. O

Ejemplo 57. Consideremos el espacio vectorial euclideo R® con el producto escalar usual y en
él la base B = {(1,1,1),(1,—1,0),(1,0,—1)}. Para obtener una base ortogonal aplicamos el
método de Gram-Schmidt:

e = (1,1,1)
< up,e >
e = (1,-1,00—- —=——-— ¢
=10 = e
< us,e; > < Uz, e >
e3 — (1,0,—1)_ el -
llex|? llez22

Como < up,e; >=< (1,—-1,0),(1,1,1) >= 0 queda
e2 = u2 = (11_110)

puesto que este vector ya era ortogonal con el anterior. Ahora calculamos

<w,e> _ <(1,0,-1),(1,1,1)> —0
llexl|? 3

<uz,e> _ <(,0,-1),(1,-1,00> 1
led> 2 2

y nos queda
11

%2(110’—1)—0(1’111)_%(11_170)2( 19 1)

N
N

La base ortogonal obtenida es

B ={@1,1,1),(1,-1,0), (%, % -1)}

y una base ortonormal puede calcularse a partir de ésta dividiendo cada vector por su norma:

1
n = —(,1,1
1 \/§ ( )
1
= —(1,-1,0
V2 \/2( )
2,11
U3 - § ( 5 ) 5 y l)
O sea,
1 1 1 1 1 1 1 2
B,I: Yy T ) —'9__101 Y =Y /s
{(3 3\/5)(2 2)(66 6)}
COROLARIO
En un espacio vectorial euclideo de dimension finita, todo conjunto de vectores no nulos
{uy, ..., ur} ortogonales dos a dos puede ampliarse a una base ortogonal de V.
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DEMOSTRACION. Puesto que los vectores son ortogonales dos a dos, son linealmente indepen-
dientes, asi pues por el Teorema de ampliacion de la base existen vectores v, 41, ..., Un de forma
que {uy,. .., Ur, Ur41,- .., Un} es una base de V. Aplicando ahora el método de Gram-Schmidt,
obtendremos una base ortogonalde V {e,,...,er,er4,- .., en} pero, puesto que los primeros r
vectores eran ya ortogonales dos a dos el proceso de Gram-Schmidt no los cambia y en conse-
cuencia se obtiene una base ortogonal {u;, ..., ur,e;41,..., en} de V que contiene a los vecto-
res de partida. O

3.8. Complemento ortogonal

Dados ahora un vector x € V y un subespacio U de V se dice que x es ortogonal al subespacio
U yse denota x L U si es ortogonal a todos los vectores de U, esto es:

x1lU&®xly VyelU

El siguiente resultado prueba que para esto es suficiente que x sea ortogonal a un sistema de
generadores de U.

LEMA
Sea (V,< , >)un espacio vectorial euclideoy sea U = L(u,,..., ur) un subespacio de
V. Dado x € V se verifica:
xl
1 x1lU&
X 1L ur

DEMOSTRACION. La implicacién a derecha es evidente. Para la otra implicacién hemos de pro-
bar que, si x es ortogonal a los vectores del sistema de generadores, entonces es ortogonal
a todo vector de U. Dado y € U arbitrario, podra escribirse como una combinacién lineal:
Yy=xl + -+ yrur paraciertos yj, ..., yr € R, y entonces

<X y>=< U+ - +yur>=<xuy >+ -+yr<xu>=0

conlocualx L y.0O

Ademas, el conjunto de todos los vectores ortogonales al subespacio U es un subespacio de V:

' PROPOSICION
|

Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo de dimensioén finita y sea U un subespacio
de V. Entonces el conjunto:
Ut ={xeV|xLlU}

es un subespacio vectorial de V. Ademas:

V=U®U-

En particular: dim(U~) = dim(V) — dim(U).

DEMOSTRACION. Para ver que U+ es subespacio vectorial de V, es suficiente probar que si x L
Uey L U entonces (ax + by) L U para cualesquiera @, b € R. Ahora bien, dado u € U
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arbitrario se tiene: < ax + by,u >= a < x,u > +b < y,u >= a0+ b0 = 0, con lo cual
(ax + by) L u.

Consideremos ahora una base ortogonal {u,, ..., ur} de U y ampliemos a una base ortogonal
deV:B={uw,...,ur, ur41,...,un}. Entoncessera suficiente probar que {4, ..., 4n} esbase
de U*. Es claro que los vectores Ur41,-- ., Un son linealmente independientes y que estdn en
U+ (son ortogonales a los vectores u, .. ., ur que forman base de U). Veamos que forman un
sistema de generadores de U~ . Para ello sea x € U~ arbitrario y denotemos a sus coordenadas
respecto de Bpor x = (x,...,Xn)p, entonces x = x Uy + - - - + Xnln 'y cada x; vale x; = Sﬂ?«fﬁ?
(los coeficientes de Fourier respecto de B). Puesto que x € U+ setienequex; = --- = x, = 0,y
en consecuencia X = X,y) Ur4+) + - - - + Xnln se escribe como combinacién lineal de los vectores
Ury,...,un. O

El subespacio que se obtiene en el resultado anterior
Ul={xeV|xLU}

recibe el nombre de complemento ortogonal de U.

Existen diversos métodos para calcular el complemento ortogonal de un subespacio, uno de
ellos viene dado por la demostracién de la Proposicién anterior. Otro mas cémodo en la practica

seria el siguiente:
Si dim(U) = ry tenemos una base {1, ..., ur} de U, entonces:
x 1w <x,uy >=0
xeUt e R
x 1L ur < X,Ur >= 0

con lo que se obtienen unas ecuaciones cartesianas de U+ vy, puesto que dim(U*) = n—r,
estas cartesianas han de ser independientes. En el caso de R" con el producto escalar usual (o
equivalentemente, cualquier espacio vectorial euclideo con respecto de una base ortonormal),
si las filas de una matriz A son base del subespacio U, entonces AX = 0 son unas ecuaciones
cartesianas de U+ y reciprocamente, los coeficientes de unas cartesianas de U componen los
vectores de una base de U~ (ver el ejercicio resuelto 28).

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 58. EnR3 con el producto escalar usual, consideremos el subespacio vectorial U =
L((1,0,1)). Entonces:

(x,y,2) € Ut & < (%,5,2),(1,0,1) >=0& x+2=0

Luego U+ tiene ecuacioén cartesiana x + z = 0.

Ejemplo 59. En R3 se considera el producto escalar cuya matriz de Gram respecto de base
canonica es:

1 11
1 2 2
1 2 3

Consideremos de nuevo el subespacio U = L((1,0, 1)), entonces:

(x,y,2) € Ut & < (x,5,2),(1,0,1) >=0 &
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1 11 1 2
S((xyz)|l 2 2 0)=0¢>(xyz)(3 =0&2x+3y+4z=0
1 2 3 1 4

Luego U~ tiene ecuaciones cartesianas 2x + 3y + 4z = 0.

3.9. Proyeccion ortogonal

Sea (V,< , >)unespacio vectorial euclideo y sea U un subespacio de V. Todo vector x € V
podré escribirse de forma tinica como x = u+ vcon u € U, v € U~. En esta situacién diremos
que u es la proyeccién ortogonal de x sobre U y lo denotaremos por u = py(x). Puesto que
(UY)* = U, el vector v seré la proyeccién de x sobre U+.

py(x)

Notemos que, por la definicién, la proyeccién de x sobre U es el tinico vector u verificando
simultdneamente que u € Uyque (x — u) L U.

Ejemplo 60. Consideremos enR3 con el producto escalar usual el subespacio U = L((1,0, 1))
y sea x el vector x = (1,2,3). U y U+ tienen respectivamente ecuaciones cartesianas:

_J x—z=0 1_ _

U_{ y=0 U-={x+2z=0

Llamemos py(x) = (a, b, c), entonces:
(1,2,3)=(a,b,c)+(1-a,2-b,3-c)

con(a,b,c) € U,(1 —a,2— b,3—c) € Ut. Asi pues:

a-c=0
b=0
l1-a)+(3-¢c)=0
Por tanto hadesera = 2, b = 0, ¢ = 2, y en consecuencia py(x) = (2,0, 2).

Otro método para el cdlculo de proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio viene
dado por el siguiente resultado:

\ .
PROPOSICION

Sean (V,< , >) un espacio vectorial euclideo, U un subespaciode V y{u,..., ur} una

base ortogonal de U. Entonces, dado un vector v € V se verifica:

2R > < X, ur >
e 5 1+ + >
|| 2y || [|zer |

pu(x) =
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118 Il. Espacios vectoriales
DEMOSTRACION. Consideremos la base dada {u, ..., ur} del subespacio U y ampliemos a una
base ortogonal {u,..., ur,...un} de V.Entonces {u,,1, ... un} es una base de U~. Por la Pro-

posicién de la seccién 3.6 se tiene:
X=XU + -+ Xrur+---+ XnUn
con x; = ﬁ'}z (los coeficientes de Fourier). Asi pues x se descompone como:
x=(xyu + -+ xrtr) + (Xr1Ur41 + - + Xnlin)
con (xjuy + -+ xrur) € U, (Xp41Ur41 + - - + Xnln) € UJ‘,yen consecuencia:

pu(x) =xjuy + -+ Xrur

PROPOSICION (Teorema de Pitagoras)
Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo y sean x,y € V, entonces:

xLy=s|lx+yl® = =+ IIyl®

DEMOSTRACION. [|Xx + Y|? =< X+ y, x4+ y >=< 5, x> +2 < 5,y > + < 3,y >= ||x|® + Iyl
puesto que < x,y >= 0.0

TEOREMA (Teorema de la mejor aproximacion)

Sea (V,< , >) un espacio vectorial euclideo y sea U un subespacio de V. Dado x € V,
pu(x) es el inico vector u € U que hace minima la expresion ||x — u||. Esto es:

pu(x) =u< Yve U,v # useverifica ||x — u|| < ||x — v||.

DEMOSTRACION. Denotemos u = py(x),dado v € Usetienequeu —ve Uyx —u € U™,
luego (x — u) L (u — v). Aplicando la Proposicion anterior obtenemos:

llx = vl? = llx = w4+ u—vf? = [lx = ull® + lu—v|? > |lx - ul?
puesto que || u— v||? > 0. Ademis, se da la igualdad si, y sélo si, ||u— v|| = 0, 0 equivalentemente
si,ysélosi, u = v.0

Este Teorema admite una interpretaciéon geométrica de la que toma su nombre. En efecto, si
llamamos distancia entre dos vectores x e y a d(x, y) = ||x — y||, entonces el Teorema afirma que
el vector de U cuya distancia a x es menor (la mejor aproximacion) es precisamente py (x).

3.10. Producto vectorial en R3

Consideremos el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar usual. Dados dos vecto-
res x = (x1,X2,X3) € y = (y1, )2, 3) en R>, se define su producto vectorial como el vector:

)

X2 X3
Y2 )3

X3 X
3 N

X1 X2
n o

] ’

XAy = (X2)3 — X3)2, X3)1 — X1)3, X1)2 — X2)1) = (
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Ejemplo 61.

2 00 1l |1 2
(1*2’0)’\(1’1'2)‘(‘1 2],‘2 1H1 1‘)_(4,—2,—1)

Una regla muy extendida para recordar la formula del producto vectorial consiste en escribir-
lo como un determinante en la que la primera fila estd formada por los vectores de la base
candnica ey, e; y e3 (0 como se nombran en Fisica i, j y k). En este ejemplo quedaria:

a e e
(1,2,00A(1,1,2)=|1 2 0| = 4e +e;—2e —2e
1 1 2
= 4e,—2e;— e
(4,-2,-1)p

El componente un tanto arbitrario de esta definicién queda justificado por el siguiente resulta-
do:

TEOREMA (Definicion alternativa del producto vectorial)

Dados x,y € R, su producto vectorial x A y es el tinico vector de R® verificando las
siguientes propiedades:

L Ay)-Lx (xAy) L y.

2. ||x A y|l = ||x||||y||sen(«), donde « es el angulo que forman x e y.
, 3. Si x e y son linealmente independientes, la base {x.y,x A y} tiene orien-
tacion positiva, esto es: la matriz de cambio de base a la canonica tiene
determinante positivo.

DEMOSTRACION.
1.
X2 X X3 X X X o X X3
<X, XAy >=x 2 3+x2y: yl + X3 yl yzzx, X, x31=0
! ! n ¥ »m
nh » »
<pany>=y 2 Blpp ™ MM 20y % =0
Y2 )3 3 n n
nh Y2

llxIZllyli?(1 = cos?(a))

= |xPIyIF- < x,y >

= (F+53+5)0F +% +35) - (an + xy + x3y3)°
= (xys —x3)° + () — x1)% + (0 — 6n)’

= |xayl?

(Ixllllyllsen(a))?
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3. La matriz de cambio de base de {x, y, x A y} ala canénica es:

X X:
X1 N yiy:
X X
" X y:y:
X X:
o B y:yi

cuyo determinante, desarrollando por la tercera columna es:

X X
X1 N yz yz
2 2 2
X2 X3 X [ _|X2 X3 X3 X 12
3N Y2 )3 3N n
X X
By g

Para terminar, veamos que estas propiedades caracterizan al producto vectorial de xe y.Sixe y
son linealmente dependientes, entonces evidentemente x A y = 0, lo que se obtiene también de
(2), ya que el angulo que forman es 0 cuyo seno es 0. En caso contrario, el complemento orto-
gonal de L(x, y) tiene dimensién 1y por tanto la propiedad (1) determina la direccion de x A y,
la propiedad (2) determina su médulo y (3) su sentido. En consecuencia estas tres propiedades
determinan univocamente el vector x A y. O

Otras propiedades del producto vectorial

Para cualesquierax,y, z € R? se verifica:

1.x Ay = 0 < x ey son linealmente dependientes.
2.(ax) Ny =xA (ay) = a(x A\ y) paracadaa € R.
ByAx=—(xAY).

4. (x+y)Az=(xNA2z)+ (YA 2z).

DEMOSTRACION.

1.
x/\y:O«:xz X3 _ [ X _[* X =0 &
Y2 ¥ 3 n n oy
X1 X2 X3 " .
&g ( ) = 1 & x e y son linealmente dependientes.
n oy ¥
2.
(ax)/\y:(axz axs ‘axg axy| |ax ax2)=<ax2 B L% al la x2)=
oo nl'lln nl’'ln »r y2onllm onlin o»
za(xz xa,xs xl’xl xz)za(x/\y)
Yo W31 Y3 nl N Y
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1.3 Espacios vectoriales euclideos 121
y de igual forma x A (ay) = a(x A y).
3.
y,\x=(yz »| [ n| n }'2)=(_xz x| _|rmoa| |a xz)=_(x,\y)
X2 X3 |[x3 x| |[x1 X2 Yo )3 3 n n y
(x+y)/\z=(‘x2+k x3+y3'yx3+y3 xl+.Vl',xl+}’l x2+}’2D=
2 z3 z3 z; Z) 22
___(xz Bl e ow s oal B o |a e, |n }'2‘)2
 zn| |2 znl'|la al |z al'la z |la 2
=<x2 x| |s | |a xz)+(}’2 »| 5 n| n yz‘):(x/\z)+(y/\z)
Z | |23 2| (&1 2 2 | |1z3 | &1 2
O
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Ejercicios resueltos

1. Estudiar si los siguientes conjuntos forman o no espacio vectorial sobre el conjunto de los
niimeros racionales.
1. Z[V5) = {a+bV5|a,be Z}
2. Q[vV5)={a+bV5|abeQ}

Resolucion.

1. No, puesto que el producto de un niimero racional por un niimero entero no es necesariamente un
niimero entero; asi que no hay definida una ley de composicién externa de Q en Z[/5). Sin embargo
este conjunto con la suma tiene estructura de grupo abeliano, sin mds que utilizar las correspondien-
tes propiedades de la suma de niimeros reales (los elementos del conjunto lo son).

2. En este caso el producto de un niimero racional por un elemento de Q [v/5] si es una operacién exter-
na:siq € Qya+ bv5 € Q[V5] entonces

g(a + bV5) = (qa) + (gb)V5 € Q[V5]

El resto es aplicar las propiedades que se verifican para el producto de niimeros reales.

2. Estudiar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes o linealmente
dependientes:

En M, (R):

EnR3:

3. (2,-1,4),(4,-2,8)

4. (2,-1,4),(4,1,8),(1,0,3)

5' (1107 l)a (11 1,0), (lv lv 1)1 (la 21 l)
Resolucion.

1. Escribiendo los vectores por sus coordenadas en la base

B 1 0 0 1 0 o 00
- 00 /)'\Vo o/’\1 0)’\ o0 1
{(2, —114v 0)| (01 —37 17 5)\ (41 lv 71 —5)}
Ahora calculamos el rango de la matriz que forman:

quedarian:

2 0 4 2 0 4 1 3 -1 1 3 -1
-1 -3 1 1 3 -1 0 -6 6 01 -1
4 1 71l o -1 n|™flo -1 11 |"f|lo o o
0 5 -5 0 5 _5 0 5 —5 00 o0

Como obtenemos que el rango es menor que el niimero de vectores, son linealmente dependientes.
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124 Il. Espacios vectoriales

2. Con el mismo procedimiento, se trata de estudiar el rango de la matriz

1 -1 1 0 1 -1 1 0
-1 0 1 1 0 -1 2 1
0 3 -1 1 |7lo 3 -1 1|7/
6 1 2 0 0 7 -4 0
1 -1 1 0 1 -1 1 0
0 1 -2 -1 0 1 -2 -1
flo o 5 4[|[fTlo o 5 4
0 0 10 7 0 0 0 -1
que tiene rango 4 y por tanto los vectores son linealmente independientes.
3. Como
2 4
gl -1 =2 | =1
4 8
los vectores son linealmente dependientes.
2 4 1
gl -1 1 0 | =3
4 8 3
puesto que
2 4 1
-1 1 0|=6+(—8)+0-4-0-(-12)=6#0
4 8 3

y por tanto son linealmente independientes.

5. (1,0,1),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1) son linealmente dependientes puesto que el niimero miximo de
vectores linealmente independientes que pueden darse en un espacio vectorial de dimensién 3 es
3.

13. EnR3 se consideran los vectores u = (1,2,1),v=(1,3,2),x=(1,1,0),y = (3,8,5). Probar que
L(u,v) = L(x,y)-
Resolucidn.

Para demostrar que L(u, v) C L(x,y) basta probar que u, v € L(x,y) puesto que en ese caso estardan tam-
bién todas las combinaciones lineales de ellos. Si escribimos u = Ax + py queda un sistema con matriz

ampliada
1 3|1
1 8|2
0 5|1
Estudiando el rango de la matriz de coeficientes y el de la ampliada
1 3|1 1 3|1
1 8[2 |~ | 0 5]1
0 5|1 0 5|1

observamos que ambas tienen el mismo rango y por tanto el sistema es compatible, es decir, u € L(x, y).
Del mismo modo, estudiando el rango de

1 3|1 1 3|1
1 8|3 |~ | 0 5]|2
0 5|2 0 5|2

obtenemos que v € L(x, y) La otra inclusion es similar.
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4. Los vectores e, e, e3 y x vienen dados por sus coordenadas en cierta base. Comprobar que
{e1, &2, e3} es una base y hallar las coordenadas del vector x en dicha base.

1,1)
1,2) §x=(6,9,14)
2,3)

)

a
{1,
a,

€)
€2
e

Dar también las matrices de cambio de base.

Resolucion.

La matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores dados en funcién de esa cierta base es
1 1
P= 1 1 2
2 3

que tiene determinante det(P) =3+2+2—1—4—3 = —1 # 0 con lo que el rango es 3 y los vectores son
linealmente independientes en un espacio vectorial de dimension 3 y por tanto base. Las ecuaciones

p 9} 1 1 1 x{
X2 = 1 1 2 %
X3 1 2 3 XL;

nos proporcionan el cambio de base de la base {e,, e;, e3} a la cierta base que se considera. Las matrices del
cambio de base son P y su inversa que calculamos:

1 1 1]1 0 O 1 1 1 1 0 0
1 1 2/]0 1 0 ~ 0 0 1{-1 1 O ~
1 2 3|0 1 01 2(-1 0 1
1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 -1
01 0 1 -2 1 ~ 01 0 -2 1
0 0 1|-1 1 0 0 0 1| -1 1
Asi, las ecuaciones del cambio de base inverso son:
x{ 1 1 -1 X
x | = 1 -2 1 X
xé -1 1 X3
y sustituyendo las coordenadas del vector (6,9, 14) queda:
1 1 -1 6 1
1 -2 1 9 = 2
-1 1 0 14 3

y por tanto (1, 2, 3) son las coordenadas del vector x en la nueva base.

|5.* En R? se consideran las bases
Bl = {(lvoa 1)7 (_11 la 1)1 (l, —l‘ 0)}

y

B, ={(2,1,1),(1,1,1),(1,-1,1)}
Calcular la matriz de cambio de base de B, a B). Calcular las coordenadas en la base B; del
vector cuyas coordenadas en la base B; son (3, —2,2).
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126 Il. Espacios vectoriales

Resolucion.

En lugar de expresar cada vector de B, como combinacién lineal de B,, observemos que tenemos las matri-
ces de cambio de base de B, a la base canonica

1 -1 1
P= 0 1 -1
1 1 0
y también de B, a la canénica
2 1 1
Q= 1 1 -1
1 1 1
Entonces llamando X,, Xz y X a las coordenadas de un vector en las bases B,, B, y canénica, tenemos las

ecuaciones
PXi=X QX;=X

entonces QX; = PX, y multiplicando por P~! queda

P-lQXz =X
que son las ecuaciones del cambio que nos piden. Calculamos entonces P! :
1 -1 1 1 0 O 1 -1 1 0 0
0 1 -1y0 1 0 ~f 0o 1 -1 1 0
1 1 0|0 0 1 0o 2 -1 —1 0 1
1 -1 1 1 0 o0 1 -1 1 1 0 0
0 1 -11.0 1 0 ~f 0 1 0 —l -1 1 ~f
0 1 0 -1 -1 1 0o 1 -1 1 0
1 0 1 o. -1 1 1 0 0
01 0|-1 -1 ~ 0 1 0 -1 —1
0 0 1|-1 -2 1 0 0 1|{-1 -2
Ahora calculamos
1 1 0 2 1 3 2 0
PIQ=| -1 -1 1 11 -1 |=| -2 -1 1
-1 -2 1 1 1 1 -3 -2 2

Por iiltimo usamos esta matriz para calcular las coordenadas del vector x = (3, —2,2)3,

3 2 0 3 5
-2 -1 1 -2 |=| -2
-3 -2 2 2 -1

16. Determinar si los siguientes conjuntos de 9, (R) son subespacios vectoriales:

1. H1={( ‘jb 'c’)esmz(nna,b,cen}
2. H2={(g lga)emz(mnaem}

3. H3={( ‘ib Z)emzz(m)m,bem}
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Ejercicios resueltos 127

a. H4={<g g)e!mz(lk)la,belk}

Resolucién.

1. Consideramos A, 1 € R y dos matrices en el conjunto,

a b \. a b
-b a )’ - o

A @ by +u by \ _ Aay +uay by + pby
- -b o =Aby —ub, A+ po

que es una matriz en el conjunto y por tanto es subespacio vectorial.

entonces

2. No es subespacio vectorial puesto que la matriz 0 no pertenece al conjunto.
3. Consideramos )\, 1 € R y dos matrices en el conjunto,

a b \. a b
-b a )’ -b a

A @ b wul ® b\ _ Aay +pa;  Aby + ub;
-b a -b; a —Aby —ub,  Aay + pa

que es una matriz en el conjunto y por tanto es subespacio vectorial.

entonces

4. Si, es un subespacio que respecto de la base estdndar de 9% (R) tiene por ecuaciones cartes<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>