CONTRASTES NO PARAMETRICOS




Contraste U de Mann - Withney

Es la prueba no paramétrica paralela a la t de dos grupos
independientes. HipOtesis

{ Hy : Las poblaciones de las que provienen las muestras est4n equidistribuidas

H; : Las poblaciones no estin equidistribuidas

El contraste se efectia combinando las dos muestras y disponiendo el
conjunto completo de las observaciones, ordenado de menor a mayor.
Se asignan después numeros de rango a cada observacion. Se calcula
después la suma de los rangos de las observaciones pertenecientes a la
primera muestra y a la segunda, obteniéndose respectivamente R1y R2,
para después calcular los estadisticos
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Regla de decision
Para el contrate bilateral, se define: |y, = min{t/;, Ua}

y se rechaza Ho si Iy | g

=1 el contraste que pretendemos realizar es unilateral, como por ejemplo,
{ Hy : La primera poblacién toma valores mencres o iguales a la segunda

Hy : Los de la primera son mayores ~ Hap, > p,

Fechazamos la hipotesis nula si

=1 el test es el contraro
{ Iy : La gegunda poblacién toma valores menores o iguales a la primera

Hy : Log de la segunda son mayores ~ Hap, <y,

Fechazamos Hg 5i



Aproximacion normal del test de Mann--Withney
Cuando los tamanos de las muestras son grandes, n1,n2>10, no es
posible recurrir a las tablas de Mann--Withney. En este caso utilizamos la

aproximacion normal

Us ~ N (pu,az)
donde
_ ning
Bu = 2
2 nina(ny +na + 1)
O = 12

y se utiliza el estadistico de contraste

Zozp = U‘;““ LN (0,1)

rechazandose la equidistribucion de ambas poblaciones si el valor
experimental pertenece a la region de rechazo, segun la alternativa
elegida.



Ejemplo

Dos empleados, A y B , trabajan
en el departamento de ninos de
una tienda. El gerente de Ila
tienda piensa ampliar su negocio
a otros locales desde que leyo un
articulo en una revista sobre la
creciente popularidad de las
tiendas sobre nifios. El gerente
registra las ventas semanales de
los 2 empleados para una
muestra de varias semanas Yy
quiere saber si ellos pueden
considerarse Iguales como
vendedores.
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Solucién
Hipotesis
Ho bl - Mz =0
iy - a2 # 0
Test

Ul= (16x18)+16(16+1)/2-320.5
= 103.5

Media:

=(16x18)/2=144

Varianza:

=(16x18)(16+18+1)/12=840

Z=(103.5-144)/N840=-1.397

Ventas 1 Rangos Ventas 2 Rangos
197 34 190 32
194 33 180 28
188 31 175 27
185 30 172 25
182 29 167 22
173 26 166 20.5
169 23.5 160 18
169 23.5 157 17
164 19 155 16
166 20.5 150 14
154 15 146 12
149 13 145 11
142 9 143 10
139 7 140 8
137 6 135 4.5
130 1 135 4.5

134 3
133 2
Total 320.5 274.5




Decision

Como p-value=2P(|Z|>1.397)=0.1624 > 0.05 = no rechazamos Ho.

Por tanto, los dos empleados pueden considerarse iguales como
vendedores.



Contraste de Wilcoxon

El contraste de Wilcoxon es la técnica no parameétrica paralela a el de la
de Student para muestras apareadas. lgualmente dispondriamos de n
parejas de valores (xi, yi) que podemos considerar como una variable
medida en cada sujeto en dos momentos diferentes.

Vi=1,...,n, i—égima observacidn = (x;,y;) = diferencia =d; = z; —

El procedimiento consiste en:
1. Ordenar las cantidades |di| de menor a mayor y obtener sus rangos

2. Se asigna a cada rango el signo de la diferencia que corresponde y
luego, se calculan las sumas de rangos para diferencias positivas (T+) y para
diferencias negativas (T°). (no consideramos las cantidades di=0).

Hipotesis
Ho: Las distribuciones son idénticas

Ha: Las distribuciones no son idénticas.



Test
a) Para una prueba de dos colas:
Ho: p, =, vs. Ha: p, # u, = utilice T =min (T*. T").
b) Para una prueba unilateral hacia la derecha:
Ho: u, = u, vs. Ha: pu, > p, = utilice T".
c) Para una prueba unilateral hacia la izquierda:
Ho: p, = u, vs. Ha: p, <, = utilice T

Regla de decision

a) Para una prueba bilateral, rechace Ho, si T< To, en donde To es un
valor critico de la tabla de Wilcoxon.

b) Para una prueba unilateral hacia la derecha, rechace Ho, si T" < To.
c) Para una prueba unilateral hacia la izquierda, rechace Ho, si T* < To



Ejemplo:

Los siguientes datos representan el numero de horas que un
compensador opera antes de requerir una recarga: 1.5, 2.2, 0.9, 1.3, 2.0,
1.6, 1.8, 1.5, 2.0, 1.2 y 1.7. Utilice la prueba de rango con signo para
probar la hipotesis en el nivel de significancia de 0.05 que este
compensador particular opera con una media de 1.8 horas antes de
requerir una recarga.



Solucion
Hy: s 1.8
Se procederda a efectuar las

diferencias y a poner rango con signo
a los datos.

Dato d, =dato-1.8 Rangos
1.5 -0.3 5.5
2.2 0.4 7
0.9 -0.9 10
1.3 -0.5 8
2.0 0.2 3
1.6 -0.2 3
1.8 0 Se anula
1.5 -0.3 55
2.0 0.2
1.2 -0.6
1.7 -0.1




Regla de decision:

Para un n = 10, después de descartar la medicion que es igual a 1.8, la
tabla de Wilcoxon muestra que la regidn critica es w < 8.

Calculos:
w+=7+3+3=13
w-=55+10+8+3+55+9+1=42

por lo que w = 13 (menor entre w+ y w-).

Decision y Conclusion:
Como 13 no es menor que 8, no se rechaza Ho y se concluye con o =
0.05 gue el tiempo promedio de operacion no es significativamente
diferente de 1.8 horas.



Ejemplo

Se afirma que un estudiante
universitario de udltimo afio puede
aumentar su calificacion en el area
del campo de especialidad del
examen de registro de graduados en
al menos 50 puntos si de antemano
se le proporcionan problemas de
muestra. Para probar esta afirmacion,
se dividen 20 estudiantes del ultimo
afo en 10 pares de modo que cada
par tenga casi el mismo promedio de
puntos de calidad general en sus
primeros anos en la universidad. Los
problemas y respuestas de muestra
se proporcionan al azar a un miembro
de cada par una semana antes del
examen. Se registran las siguientes
calificaciones del examen: Pruebe la
hipotesis nula en el nivel de
significancia de 0.05 de que los
problemas aumentan las
calificaciones en 50 puntos contra la
hipdtesis alternativa de que el
aumento es menor a 50 puntos.

Con Sin

Par problemas | problemas

de muestra | de muestra
1 531 509
2 621 540
3 663 688
4 579 502
) 451 424
6 660 683
7 591 568
8 719 748
9 543 530
10 575 524




Solucién

Test

w+=6+35+1=10.5

Regla de decision:

Para n=10 la tabla muestra
gue la region critica es
w+= 11.

Con .
roblema Sin
Par P problemas d. d—-d Rangos
S de | | 0
de muestra
muestra
1 531 509 22 -28 5
2 621 540 81 31 6
3 663 688 -25 -75 9
4 579 502 77 27 35
5 451 424 27 -23
6 660 683 -23 -73
7 591 568 23 -27 35
8 719 748 -29 -79 10
9 543 530 13 -37 7
10 575 524 51 1 1




Decision y Conclusion:
Como 10.5 es menor que 11 se rechaza HO y se concluye con o = 0.05

que los problemas de muestra, en promedio, no aumentan las
calificaciones de registro de graduados en 50 puntos

Aproximacion Normal para Muestras Grandes

Cuando n>15, la distribucion muestral de W+ 0 W- se aproxima a la
distribucion normal con media y varianza.
n(n+4) 2 _ nln +1)(22+1)

by = ———> 7y
24

4

Por tanto, cuando n excede el valor mas grande en la tabla de
Wilcoxon, se puede utilizar la estadistica
w+ N i'&:llf

Z=

-:'?u,

para determinar la region critica de la prueba.



Contraste Kruskal Wallis

Cuando se presenta el problema de comparar mas de dos muestras con el
proposito de conocer si proceden de la misma poblacion, o bien, comparar si
existen diferencias entre las medidas de tendencia central de mas de dos
poblaciones y no se justifica la suposicion de normalidad y de igualdad de
varianzas.

La prueba de Kruskal-Wallis, es una alternativa a la prueba F del analisis de
varianza para disefios de clasificacion simple. En este caso se comparan
varios grupos pero usando la mediana de cada uno de ellos, en lugar de las
medias.

Ho: La mediana de las a poblaciones consideradas son igualesy
Ha: Existe diferencia entre al menos un par de las poblaciones.

Para realizar la prueba de Kruskal-Wallis los datos pueden agruparse como
se presenta en la tabla a continuacion



Repeticiones Grupos
A B C
1 Xy X\p e
2 X5y &g Xoe
n X o X g X
Pasos:

Donde X son las

observaciones
i=1,2,..Nn
i=AB,C, ..

N=ny+ng+ nc ...

1. pasar las puntuaciones a rangos (conjuntamente en los “a" grupos)
2. computar la suma de los rangos en cada grupo (son las Ri)
3. Obtener el estadistico de contraste

H

1

52

2 R2 N(N +1)°

2

i=1 N;

4

En donde RI. es la suma de los rangos de las observaciones del i-ésimo
grupo y ni es el numero de observaciones del i-ésimo tratamiento; N es el
numero total de observaciones



Debe notarse que S2 es igual a la varianza de los rangos. Si no hay
empate, S2 = N(N+1)/12 y el estadistico de prueba se simplifica:

7
N(N =Y {Zln——a(NH)J

Si ni es razonablemente grande, como seria el caso de ni > 5, entonces H
tiene una distribucion aproximadamente y2 con a-1 g.l. Por lo tanto, si

~

H = xga,a—l

hay que rechazar la hipotesis nula.



Ejemplo

Se quiere comparar el trabajo de cuatro analistas de un laboratorio en el
ensayo de determinacion del % de alcohol metilico en muestras de un
producto quimico, mediante la técnica de cromatografia liquida de alta
resolucion (HPLC). Los analistas reportaron los resultados siguientes:

Analista % de alcohol metilico
1 84.99 84.02 84.38
2 85.15 85.13 84.88
3 84.72 84.48 85.16
4 8420 84.10 84.55

Mediante la prueba no paramétrica de Kruskall-Wallis, determinar si el
trabajo de los analistas difiere significativamente. Use un nivel de
significacion de 0.05.



Solucién

Hipotesis nula: los cuatro analistas trabajan de forma equivalente, es
decir: Mel= Me2 = Me3 = Me4
Hipotesis alterna: al menos dos analistas trabajan de forma diferente

Nivel de significacion a = 0.05

Procedimiento de prueba:
El primer paso consiste en ordenar la serie de datos en orden
ascendente como si procedieran de la misma muestra, luego se
establecen los rangos. La asignacion de rangos se presenta en
la siguiente tabla:

Muestra Analista 1 | Analista 2 | Analista 3 | Analista 4
1 9 11 7 3
2 1 10 5 2
3 4 8 12 b

Z Rfj _ 14 29 24 11




El calculo del estadistico para el contraste es el siguiente:

Como no hay empates, el estadistico de prueba sera:

i = N(N+1)Zl n, _S(N 1)

12 (14* 207 247 11°
= + + + —3x13 =5.46

12x13| 3 3 3 3

Criterio de decision: si H > Lm , Se rechaza la hipotesis nula. En este
caso 1”5'3 = 7.81

Dado que 5.46 < 7.81, no existe evidencia significativa al 5% como para
rechazar la hipoétesis nula, por lo que se concluye que no existe evidencia
a un nivel de significacion de 0.05, como para afirmar que los analistas
trabajan de forma diferente.



Comparaciones multiples

En aquellas situaciones en las que se haya rechazado la hipo6tesis acerca
de la igualdad de las distribuciones poblacionales de las cuales hayan sido
extraidas las muestras, sera necesario, realizar contrastes a posteriori que
determinen 0 precisen entre qué muestras existen las diferencias
significativas que provocan el rechazar la hipétesis nula del contraste de
Kruskal-Wallis.

El procedimiento consistira en los siguientes pasos:

- En primer lugar determinaremos la cantidad

_ a
o k(k-1)

a

- Posteriormente calculamos el valor del percentil de la distribucion z,



- Por ultimo calculamos la cantidad

Ay =2n_, \/N(hlr; 2 (ﬂl‘ - ':,)

y en lo que respecta a la regla de decision diremos que existen
diferencias  significativas entre dos poblaciones siempre
que:

|R: — R;| > Ay
R;

n;

donde R; es el rango medio de la muestra i, es decir, R; =

no admitiendo posibles diferencias en otro caso.



Contraste de Friedman

La prueba de Friedman desarrollada por el ganador del premio Nobel. el
economista Milton Friedman, se disefi0o para probar la hipotesis nula de que las
distribuciones de probabilidad de los k tratamientos son idénticas, frente a la
alternativa de que por lo menos dos de las distribuciones difieren en ubicacion

Después de obtener los datos de un diseino aleatorizado de bloques, para cada
blogue, los valores observados de las respuestas se ordenan para cada uno de
las k “tratamientos” del rango 1 (el menor valor en el bloque) al rango k (el
mayor valor del blogue). Si dos 0 mas observaciones en el mismo bloque estan
empatadas para el mismo rango, entonces se asignara el promedio de los
rangos que se habrian asignado a estas observaciones a cada miembro del
grupo empatado. Notese que solamente hay que tomar en cuenta los
“empates” dentro del mismo blogue.



Prueba F, de Friedman para un diseno aleatorizado de bloques

H,: Las distribuciones de probabilidad para los k tratamien-
tos son identicas.
H,. Por lo menos dos de las distribuciones difieren en su ubi-

cacion. k
. . 12 5
Estadistico de la prueba:|F, = bkt 1) ‘.;R‘ 3b(k + 1)
en donde
b = Numero de bloques.
k = Numero de tratamientos.
R. = Suma de los rangos para el i-ésimo tratamiento,

en donde el rango de cada medicion se calcula se-
gun su tamario relativo dentro de su propio blogue.

Region de rechazo: F, > y2 con (k — 1) grados de libertad.

Supuestos:
Los tratamientos se asignan aleatoriamente a las unida-
des experimentales dentro de los bloques. Que el nuime-
ro de blogues (b ) o el niimero de tratamientos (k ) sea
mayvor qie 5.




Ejemplo Se realizo un experimento para comparar el tiempo de terminacion
para tres tareas técnicas de la manera siguiente. Como los tiempos de terminacion pue-
den variar considerablemente de una persona a otra, se pidio a cada uno de los seis
técnicos que realizaran las tres tareas. Se dieron las tareas a cada técnico en orden alea-
torio con suficiente tiempo entre las tareas. ;Presentan los datos de la Tabla
dencia suficiente para indicar que las distribuciones de los tiempos de terminacion para
las tres tareas difieren en ubicacion? Utilice «

0.05. Obtenga los limites para el valor

p asociado.
Tecnico Tarea A Tarea B  Tarea C
1 1.21 1.56 1.48
p 1.63 2.01 1.63
3 1.42 1.70 2.06
4 1.16 1.27 1.27
5 243 2.64 1.98
6 1.94 2.81 2.44




Solucién

Tecnico Tarea A Tarea B Tarea C
1 1.21 1 1.56 3 1.48
2 1.63 1. 2.01 3 1.63
3 1.42 1 1.70 2 2.06
4 1.16 1 1.27 2. 1.27
5 243 2 2.64 3 1.98
6 1.94 1 2.81 3 2.44

R, =16.5

Se realizo ¢l experimento segun un diseno aleatorizado de bloques. en don-
de los técnicos representan los bloques. En este caso se comparan & = 3 tratamientos,
utilizando # = 6 bloques. Como el numero de bloques es mayor que 5, podemos utili-
zar el analisis de Friedman y comparar el valor de F, para x- con k — 1 = 2 grados

de libertad, encontramos que x7,; = 5.99147.

R, =12



Para los datos de la Tabla tenemos

_ 12 2 2 27 _
F,*m—)[(?'.ﬁ) + (16.5) + (12)3] — 3(6)(@) = 6.75

Como F, = 6.75, es mayor que 5.99147, concluimos a un nivel @ = 0.05 que los tiem-
pos de terminacion de al menos dos de las tres tareas, poseen una distribucion de pro-
babilidad que difieren en ubicacion.

Ya que F, = 6.75 es el valor observado de un estadistico que tiene aproximada-
mente una distribucion x> con 2 grados de libertad, tenemos que 0.025 < valor p <
0.05 (aproximadamente).



	CONTRASTES NO PARAMETRICOS
	Contraste U de Mann - Withney 
	Contraste de Wilcoxon

